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RESUMO:

Todas as Ciéncias sejam elas fisicas, quimica bioldgicas e mesmo as hu-
manas ou sociais precisam de medicdes quantitativas. O artigo procura esta-
belecer os fundamentos formais para a medicdo, sua organizacio e anélise
sistematica dos principios e dos processos racionais e experimentais que
se destinam a nortear o trabalho cientifico, justificando a atribuicao dos
numeros aos objetos em termos de sua correspondéncia estrutural. A
ideia fundamental ¢ que as medices ndo sio o mesmo que o atributo que
estd sendo medido. Para os processos de medicdo sdo necessarias suposicoes
solidas para fornecer informacoes significativas sobre a realidade e incentiva
as pessoas a pensar sobre o significado de seus dados, encorajando uma
andlise critica das suposicdes por trés dos dados. Ela incentiva a analise de
dados do mundo real responsavel. A estatistica matemadtica preocupa-se
com a conexdo entre inferéncia e dados. A medicdo estd preocupada com
a conexdo entre dados e realidade e aponta para alguns aspectos ligados
ao processo de algebrizacdo de forma a abordar com mais detalhes o seu
contexto de elaboracio.

PALAVRAS- CHAVE:
experimento e medicio, teoria da medicio, grandeza fisica, dlgebra da me-
dicdo macroscopica e microscopica, observavel, instrumentos de medida.

INTRODUCAO

xiste uma crenca generalizada a partir do séc. XIX que a Ciéncia

como area do conhecimento é necessariamente quantitativa, uma

metdfora da construcio progressivamente erigida com a colecio

organizada de resultados obtidos pelos pesquisadores. Ela nio ¢
neutra, ao invés, revela a aceitacio da hipétese de que a construcio da Cién-
cia estd inerentemente provida de fundamentos.
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Na verdade, esse quase coroldrio tem origem na tradicdo galileana e principalmente no
famoso dito de William Thomson, 1° Bardo de Kelvin, mais conhecido como Lord Kelvin:

Quando vocé pode medir aquilo de que fala e expressa-lo em nimeros,
vocé sabe alguma coisa sobre isto. Mas quando vocé nao pode medi-o,
quando vocé nido pode expressi-lo em numeros, o seu conhecimento ¢é
limitado e insatisfatorio. Se vocé nio pode medir algo, nio pode melhora-

Jo. (Thomson, 1889)

Necessariamente todos os meios para estudar o mundo repousam sobre o mesmo funda-
mento e todos devem ser usados com cuidado pois todos apresentam limitacoes. Uma medida
comeca com algum fato fisico. Tio comum ¢ a ideia de que a Ciéncia necessita de procedi-
mentos quantitativos que estes foram tomados, as vezes, como panaceia para todos os males
de que podem padecer as mais diversas investigacoes.

A cautela é necessaria, pois quando temos a leitura da medida da distdncia por exemplo,
frequentemente sio necessdrios recursos da Epistemologia e do Método Cientifico (que fo-
ram estabelecido por Galileu Galilei), pois observar é proximo de medir e termos como leitura
da medida e pardmetro frequentemente necessitam da Epistemologia e do Método Cientifico.

Na verdade, qualquer procedimento que conduza a uma classificacdo por meio de atribu-
tos ¢ uma espécie de mensuracdo. Para W. Heisenberg medir ¢ realizar observacdo!. No entanto
as observacoes nio representam obrigatoriamente um sentido epistemologico mais profun-
do; assim s6 tem sentido fazer discriminacdes rigorosas entre o que se observa e o que se pode
afirmar ter sido observado se algo estranho acontece. Podemos considerar que medir’ uma
quantidade é o que nos leva a uma estimativa numérica de seu valor (HELENE, 1991), pois o
modelo matematico de medicdo, ou seja, aquele que transforma o conjunto de observacoes
repetidas no resultado da medicdo, inclui vdrias quantidades de influéncia que sio conhecidas
de forma imediata.

No Brasil (VIM, 2012) usa-se o substantivo grandeza ao invés de quantidade (quantity); e
o célculo de uma grandeza, refere-se a aplicacio de operacdes matemiticas de simbolos que
representam grandezas fisicas. No passado, muito tem sido escrito sobre isso e atinge o coracao
da epistemologia, ou seja, nossa teoria de base do conhecimento da Fisica. Foi J. C. Maxwell
quem introduziu o conceito de grandeza fisica em seu Treatise on Electricity and Magnetism, de
1873 (MAXWELL, 1954). Em termos mais amplos, ¢ um processo que permite a utilizacio de
simbolos (os nimeros) para a representacio dos conceitos. Em principio os simbolos estariam
relacionados entre si da mesma forma pela qual os conceitos se relacionariam.

Em 1887, Helmholtz (1821-1894)° publicou os resultados de sua investigacio sobre
o significado das operacdes elementares do formalismo matemdtico da Fisica. Ele foi
inspirado pelo trabalho matematico de H. Grassman (1809-1877) (GRASSMANN, 1861)
sobre operacoes matematicas com vdrios objetos na Geometria. Helmholtz identificou o
conceito maxwelliano de valor numérico de uma quantidade fisica como um ndimero concreto.
Ele descreve os objetos ou atributos dos objetos comparando uns com os outros de mesma
espécie, permitindo distinguir grande, igual ou pequeno como quantidades. Se esses adjetivos
podem ser expressos por um niimero concreto, entio podemos denominar como quantidades. A
multiplicacio dessas quantidades com numeros e a adicio de quantidades de mesma espécie
estio relacionadas e permitem explicar as bases das combinacdes fisicas ou concatenacio dos
objetos fisicos correspondendo a quantidades de mesma espécie. Entdo, para Helmholtz, a
possibilidade de uma medida empirica direta foi considerada como sendo essencialmente uma

propriedade fisica. Helmholtz e o matemético Otto Ludwig Holder (1859-1937) (HOLDER,
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1901) sdo reconhecidos como os iniciadores do tratamento axiomatico do que ficou
conhecido por Teoria da Medida ou Analise Dimensional.

As generalizacoes de Maxwell aplicando as operacdes matemdticas usuais para as quan-
tidades fisicas tém sido aceitas por toda a comunidade cientifica e muitos consideram que
apenas a quantidade fisica que faz sentido operar como uma quantidade matemdtica ¢é a
componente numeérica do valor. Um dos grandes incentivadores das ideias dimensionais de
Maxwell foi o matemadtico inglés e primeiro presidente da Mathematical Association na

Inglaterra, Alfred Lodge (1854 - 1937) (LODGE, 1895) que afirmou:

As equacdes da mecanica e da fisica expressam relacdes entre as quanti-
dades e sio independentes do modo de medicio de tais quantidades, da
mesma forma como se pode dizer que dois comprimentos sdo iguais, sem
averiguar se estes vao ser medidos em metros ou pés

Essas questdes levaram Hermann von Helmholtz a considerar os tipos de provas para tes-
tar a hipotese de que atributos sdo quantitativos em sua famosa andlise da medicdo argumentou
que na Geometria os axiomas nio sdo proposicoes a priori, mas sim que eles podem ser de-
terminados ou refutados pela experiéncia. Na mesma linha, em seu ensaio de 1887 intitulado
Zihlen und Messen, erkenntnisstheoretisch betrachtet (von HELMHOLTZ, 1998) ele discutiu os

axiomas da aritmética e tentou desvendar o seu contetido empirico.

Nesse processo a Matemdtica desempenha um papel importante e desde a Antiguidade
essa linguagem comecou a manipular esses conceitos envolvendo as nocdes como conjuntos,
fungdes e relacoes, descrevendo construcdes e relacionamentos entre esses entes especiais: os nii-
meros. Embora existam intimeras razdes para considera-la uma linguagem, ha de igual maneira
outras tantas consideracdes para nio a considerar. Mesmo nio sendo uma linguagem, pois
contem regras sintaticas sem contetido semdntico, o contetido semdntico é por via das davidas
sempre encontrado nos varios pontos de contato com outras areas do conhecimento.

A obtencio de dados com significado e uma intervencio experimental necesséria, repre-
sentam o meio capaz de fazer ressaltar a informacao epistemoldgica relevante e necesséria.
A grande vantagem ¢ a possibilidade de variar a vontade as circunstincias e verificar em que
medidas estas influem sobre o fendmeno (devido ao seu grau de complexidade), isto ¢, a expe-
riéncia permite determinar as causas.

E necessaria a linguagem dos conceitos matemdticos rigorosamente determinada, estruturada
a partir de um conjunto de premissas preliminares que possam ser compreendidas de igual
modo. Os procedimentos sio possiveis porque ao atribuirmos um valor para certa proprie-
dade de um objeto ou de um processo fisico; fatos sao obtidos exatamente porque o sistema
satisfaz certas leis da Natureza, que sdo as possiveis condicoes da pratica da medicdo, sendo
elas o objeto da atividade tedrica. Assim a teoria pode ser denominada metrizacdo, ou seja, o
estudo das condicoes de mensurabilidade ou das possiveis condicoes para a medicio ocorrer.

Na medicdo a atribuicio de niimeros vale também para propriedades particulares, de forma
sistemdtica como uma maneira de representar as propriedades de cada propriedade. Ntime-
ros sdo atribuidos para as propriedades de acordo com um procedimento cuidadosamente
prescrito e repetitivo. Os niimeros sdo, portanto, atribuidos de forma sistematica e podem ser
de varias formas. Por exemplo, podemos usar os elementos do conjunto {1, 2} € N para rotu-
lar, por exemplo, as pessoas com cabelo vermelho 1 e as pessoas com cabelo castanho 2, isso
¢ uma medicdo, uma vez que os numeros sio atribuidos a pessoas de uma forma sistematica
e as diferencas entre os escores representam diferencas na propriedade (cor do cabelo). Um
outro exemplo desse fato ocorre com todos nds professores, onde definida escala contida
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num intervalo de [0,0; 10,0] as minimas distin¢cdes entre as notas devem ter algum significa-
do. Se for aceito que é possivel definir qualidade de trabalho, necessariamente somos obrigados
a aceitar que uma nota nao representa a inteligéncia do aluno, mas apenas representa a medicdo
de qualidade e dessa forma a diferenca de valores de uma nota 4,8 e uma nota 5,0 estd impreg-
nada da aleatoriedade que afeta a decisio e mostra o quanto é lamentével essa imprecisio para
o futuro do aluno.

Uma analise do processo de medicdo é feita mediante axiomatizacdo apropriada de cer-
tas algebras, de relacdes e operacdes experimentalmente realizaveis. Assim, dada uma teoria
axiomdtica de certo processo de medicdo experimental, a tarefa matematica imediata é a de
mostrar que os modelos da teoria sdo isomorfos a um modelo numérico especial da teoria, esse
fato justificaria a associacio de niimeros aos objetos medidos, nio aplicando simplesmente
numeros a coisas.

Neste artigo, vou considerar a partir da utilidade que ocorre na atividade cientifica e
tecnologica, levando em conta que a nocio de utilidade ¢ extremamente efémera. Sera tra-
tada a forma como pode ser construida uma estrutura algébrica para os processos de medida
partindo do fato e importincia que a Matematica desempenha na Ciéncia da Metrologia;
uma vez que os modelos matematicos sdo necessarios para entender como projetar sistemas
de medicio eficazes e analisar os resultados que eles produzem, além do que as técnicas
matemdticas sio usadas para desenvolver e analisar modelos idealizados de fendmenos fisicos
a serem medidos, e algoritmos matematicos sdo necessarios para produzir solucdes praticas
em dispositivos computacionais modernos.

1. ALGEBRA DO PONTO DE VISTA MACROSCOPICO.

1.1 Instrumentos de medida e elementos funcionais.

Nio hi nada de novo sobre o conceito de fazer medicées. Desde a Antiguidade tem sido
importante comparar as medicoes feitas em um lugar ou outro. Claro, isso inicialmente
teve muito a ver com troca, troca justa, ou comércio entre as comunidades primitivas. Os
pesos iniciais eram simples pedras e partes do corpo, como maos e bracos (o cibito) eram
adequados para a maioria das necessidades de medicio de comprimento. Mas a medida
em que foi crescendo a necessidade de negociar ou de trocar bens, também aumentavam as
necessidades das pessoas por maior precisio ou por padroes de referéncia que nio mudavam
muito e eram, de alguma forma, equivalentes. Uma progressio constante de artefatos basicos
para padrées de referéncia naturais representa uma parte de toda a histéria. As ciéncias empiricas
acabaram por replicar o desenvolvimento dos processos na Fisica permitindo em si mesmas
as bases e unificacio de suas metodologias.

Do ponto de vista metodoldgico, a medicdo estd ligada a observacdo e experimentacdo. Esta
ligada a observacio devido ao fato de que toda medicdo pressupde alguma propriedade observdvel
do objeto medido. Este procedimento empirico ¢, a0 mesmo tempo, necessario para verificar valores
numéricos com a ajuda das escalas dos instrumentos de medicdo. A relacio com a experimentacio
¢ condicionada pela estipulacio de que a medida poderia ser concebida como um tipo especifico de

experimento.

A concepcio de medicdo, como normalmente ¢ concebida no contexto da medicdo fisica,
pode ser ilustrada pelas duas descricdes a seguir: i) o desempenho de descricoes quantitati-
vas (isto é, experimentos por meio dos quais obtemos dados numéricos que nos permitem
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encontrar, nao apenas o carater (qualidade), mas também a magnitude (quantidade) das mu-
dancas observadas; ii) medir implica pelo menos trés elementos distintos: um sistema fisico,
sobre a qual vai ser realizada uma determinada operacio; uma propriedade observével deste
sistema cujo valor sera determinado por esta operacio; e um instrumental por meio do qual
a operacio serd feita.

Os constituintes fundamentais da medicdo compreendem entio propriedades observaveis
(qualidades) ou grandezas (quantidades) dos objetos medidos e, por outro lado, determinacoes
numericamente objetivas dessas qualidades e quantidades. Toda observacdo deve ser conside-
rada um processo de interacdo, ndo o mero fato de uma interacdo em si, mas o suficiente para
tornar possivel a observacdo. Apos a interacio ocorrer, o estado do instrumento de medida
(equipamento) deve estar correlacionado com o estado do sistema a ser medido, e tais correla-
coes sdo estatisticamente gerais, mas limitados nas aproximacdes, qualquer que seja o grau
de exatiddao considerado. Logo, num equipamento tipico, a correlacdo obtida ¢ tal que cada
estado claramente distinto do equipamento, corresponde a variacio dos estados possiveis do
sistema sob observacio. Essa variacio ¢ denominada incerteza de medicdo.

Por outro lado, as varias configuracdes possiveis ou estados do equipamento de medida, cor-
respondem aos possiveis resultados das medicées, portanto sio considerados como separados
completamente e independentemente do fator humano. A medicdo pressupde uma descricdo
da grandeza que seja comparavel com o uso pretendido de um resultado de medicdo, segundo
um procedimento de medicdo e com um equipamento de medicdo calibrado (VIM, 2012).

Para a conceituacio da algebra do processo de medicio é necessario generalizar para qual
quer caso a descricio do equipamento de medida. As informagcdes sdo obtidas a partir da interacio
do sistema de interesse com o equipamento de medida. Assim qualquer dos objetos cujas
propriedades sio compreendidas mesmo que em parte, pode em principio ser utilizado na
construcio do equipamento de observacio, uma vez que nem todos sio construidos pela mio
humana podem nio ser localizados em laboratorio (BOHM, cap. 22, 1989).

O equipamento ou instrumento de medida e, em geral, instrumentos cientificos, produzem
leituras quando aplicados a sistemas fisicos. O instrumento de medicio define uma magnitude
fisica. Assim, quando dois instrumentos diferentes (ou métodos) sao aplicados a0 mesmo
objeto, podem produzir resultados diferentes, porque eles nio estio medindo a mesma pro-
priedade. Os dispositivos de medicio ndo sdo instrumentos feitos as cegas; sendo possivel
analisar e testar instrumentos de medicio levando em conta que ndo existe uma teoria geral de
instrumentos de medicdo e uma teoria geral de erros sistemdticos que possam ser Uteis na vida real.
O processo experimental entio caracteriza a medicdo, ou seja, a obtencdo de um ou mais valores
que podem ser razoavelmente atribuidos a uma grandeza fisica. Assim, esquematizando em um
diagrama, a estrutura logica do instrumento de medida:

Seja a grandeza g comparada com uma unidade u cujo resultado do processo de medicio
serd X, frequentemente transformado no valor Y de uma quantidade de saida de fdcil leitura,
M(g) (por exemplo, o deslocamento de um indicador de indice num mostrador).
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g—P —P M (9)

f

&

No diagrama apresentado, a grandeza E representa a energia que em muitos casos ali-
menta o instrumento. Alguns instrumentos tém uma estrutura logica simples, em que a
grandeza g é diretamente comparada com a unidade padriao u. Como padrio, entende-se um
valor aprovado por um organismo internacional reconhecido® que prové, pelo uso comum
e repetitivo.

Por exemplo, uma régua para medir comprimentos, a grandeza de entrada g é o comprimento
a ser medido; a unidade u (tipicamente o milimetro) e seus multiplos estdo registrados (gra-
vados) na régua. A medida M(g) = X(g) ¢ lida diretamente na régua. Na grande maioria dos
instrumentos que tem estrutura logica mais complexa (envolvendo elementos como sensores
de entrada e saida, transdutores e amplificadores), a comparacio com a unidade de medida
¢ feita apos uma calibragdo, que ¢ feita pelo fabricante (no caso de instrumentos conhecidos
como absolutos, por exemplo como o paquimetro, o micrometro e o gonidmetro). A quanti-
dade g também pode representar varias situacoes, manipulacoes e transformacdes para outras
quantidades. Um exemplo desse fato ¢ o termémetro de merciirio onde a a grandeza de entrada
g é a temperatura do ambiente externo, mas a medida M(g) = H (g) ¢é a altura da coluna de
mercurio, lida diretamente numa escala.

Os instrumentos ou equipamentos podem ser divididos em funcdo do desempenho na me-
dida das grandezas fisicas que sdo constantes no tempo ou varidveis no tempo, envolvendo a
precisdo do instrumento. Podem ser classificados em funcio de suas propriedades de operacio,
instrumentos absolutos e diferenciais, analdgicos e digitais, com mostradores (displaying) e pro-
cessadores.
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Um dado instrumento de medida ou sistema de medicdo com incerteza instrumental espe-
cificada, define um conjunto de valores de grandezas do mesmo tipo que podem ser medidos
(VIM, 2012); ou seja, um intervalo de valores X da grandeza de entrada g dentro do qual o
instrumento opera num grau especifico de precisdo. E chamado de intervalo de medicdo.

intervalo de medicdo = condicdo de trabalho ~ intervalo de medida

O limite superior do intervalo corresponde ao valor maximo da grandeza de entrada que
pode ser fornecida sem danificar o instrumento. Em alguns instrumentos, a faixa pode ser
variada por meio de seletores adequados. Como exemplo, um instrumento simples que todos
conhecem, o termdmetro de merctrio, o intervalo de medicdo ¢ definido pelos valores minimo
e maximo da escala [-10° C; +60° C]. O limite superior geralmente também ¢ o limite de segu-
ranca, pois usi-lo para medir temperaturas mais altas pode causar a quebra do termdmetro.

Se esse mesmo termdmetro for colocado numa sala e a sua leitura mostrar uma tem-
peratura de +20° C, entdo nio interessa se a verdadeira temperatura da sala é de 19,5° C
ou 20,5° C. Essas pequenas variacdes em torno de 20° C sio muito pequenas para afetar
nossos 6rgdos sensores (o0 tato, no caso), porque nio percebemos tal variacdo. Nossos corpos
nio tém sensibilidade suficiente para discriminar entre tais niveis proximos de temperatura e,
portanto, se o tal termOmetro apresentar uma imprecisio de leitura de [-0,5° C; +0,5° C] ele
ainda é perfeitamente adequado. Mas se tivéssemos que medir a temperatura para processos
quimicos, no entanto, esse intervalo teria um efeito significativo na taxa de reacio ou mesmo
nos produtos de um processo. Por conseguinte, fica claro que é necessario um intervalo de
imprecisdo de medicdo muito inferior [-0,5° C; +0,5° C].

A precisio da medicio é uma das consideracdes na escolha do instrumento de medicio
para uma aplicacio especifica. Outros parAmetros como sensibilidade, linearidade tem uma im-
portincia que vai além de sua conceituacio®; representando a acio da obtencio de informacdo
no processo de medicio a reacio

valor de saida AY(g) _ variacdo na escala  AEqstimuios externos .

Hg) = valor de entradadX(g) ~ valor da medida Esistema

Estimulo Resposta

Fonte de energia  gjstema Informagsio ou

sob andlise resposta

' H(G) é denominada fun¢do de transferéncia.
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As alteracdes de temperatura ambiente e umidade relativa do ar sio outras consideracoes
importantes. Esses atributos sio conhecidos como caracteristicas estdticas dos instrumentos e sio
especificadas pelo fabricante para instrumentos utilizados para medicio de grandezas fisicas
ndo varidveis com o tempo. A resposta caracteristica ¢ uma relacio entre um estimulo e a resposta
correspondente, sob condicoes definidas.

Por exemplo, num termometro cuja substdncia termométrica é o mercurio, o coeficiente
H ¢ dado pela relacio entre a variacio da altura da coluna de merctrio e a variacio da tempe-
ratura

Ah

H(g) =15

Esse valor ¢ numericamente igual ao coeficiente angular da linha reta obtida no grafico da
altura £ pela temperatura 6.

h{cm)
40 ) )
30
20
10
e
0 6(°C)

Isso significa (DOEBELIN,MANIK, 2007, p.37) que a sensibilidade e a linearidade (a rela-
cio entre os valores resposta Y(g) e os valores X(g) de estimulo) estio relacionados entre si.
Matematicamente a relacio direta de proporcionalidade pode ser assim explicitada

b
a)Yy =b X & Y(g)= a—oX(g), comagy, by €R
0

Y(g) = H(g).X(g)
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Para o caso de H(g)=const a sensibilidade é estatica, significa que a resposta do instru-
mento € instantinea; sio denominados linear de ordem zero, notadamente ideal para medidas
de grandezas constantes com o tempo. Para o caso em que a grandeza fisica é funcio do tempo,
g(t), implica que X(g(t))= X (t) e Y(g¢(t))= Y(t), a relacdo entre os valores de entrada (esti-
mulo) e saida (resposta) sio descritos por uma equacio diferencial de primeira ordem

a,Y(t) + a,Y(t) = boX(t),comay,ag, by € R

Isso significa que Y(t) ndo representa instantaneamente os valores de X (t). Instrumentos
com resposta desse tipo sio denominados de primeira ordem. A presenca de na equacio mos-
tra que os valores de Y(t) ndo seguem as variacoes de X (t), pois somente a variacio inicial
vai refletir nesse primeiro termo da equacio.

Nos instrumentos de segunda ordem, as relacoes entre Y(t) e X (t) sdo descritas por uma
equacio diferencial de segunda ordem na forma

a,Y(t) + a,Y(t) + agY (t) = boX(t),com a,,a;,ay, by € R

Em geral, 0 modelo matemético de muitos instrumentos consiste em uma equacio dife-
rencial linear a coeficientes constantes, cuja ordem representa a ordem do instrumento

@Y M () + ap YOO + o+ @V () + agY (8) = bpX T (E) + -+ + boX (1)

Os coeficientes a, e bj, parai=1, 2,..n e j=1, 2, ..m, todos reais.

Finalmente, uma importante informacio que deve ser obtida nos instrumentos antes
de qualquer processo de medicdo é o tempo de resposta, que pode ser descrito como o tempo
necessdrio para que um instrumento responda a uma mudanca no sinal de entrada, ou seja, é o
intervalo entre o instante em que o estimulo (valor de entrada de um instrumento de medicio
ou um sistema de medicdo) ¢ submetido a uma variacio brusca entre dois valores constantes
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especificados e o instante em que a indicacdo correspondente se mantém entre limites
especificados em torno do seu valor final em regime estavel.

Sinal de medigio

Resposta

LT TR T TEEEEELERT Sr

PAEIA1A ) IRBA IR 1S LR

Estimuln Tolerincia
i
Tempo
'1- .

Tempo de resposta

No caso de medicdes automaticas, o tempo de resposta pode ser um fator limitante para
o nimero maximo de leituras que podem ser tomadas por segundo. O tempo de resposta é
afetado por muitos fatores, como tempo de reacio (percepcio visual até a resposta muscular),
tempo de conversio analdgico-digital, tempo de estabilizacio, atrasos nos componentes ele-
trOnicos e atrasos Nos sensores.

Essa pequena revisio abrangeu as caracteristicas tipicas e gerais de qualquer instrumento
de medicio, mostrando as muitas questdes envolvidas na execucio da implementacio que
podem influenciar no desempenho geral do processo de medicdo e implicacdes na imprecisdo
das medidas.

1.2 Definicoes e conceitos.

Uma pergunta é inevitavel: O que pode ser mensurado? A resposta esta intimamente ligada
ao que é realmente medicdo. Esse ¢ um daqueles conceitos que parecem simples a primeira vis-
ta, mas quando submetidos a uma analise mais cuidadosa revelam aspectos surpreendentes.
Outros conceitos sio o de medicdo e medida. Etimologicamente, medir vem do latim metiri’,
que significa comparacdo com uma medida convencional previamente aceita.

Definicao 1.

Medicio € o processo de obtencdo experimental de um ou mais valores que podem ser
razoavelmente atribuidos a uma grandeza, nio se aplicando a propriedades qualitativa
(VIM, 2012).

O conceito de medicdo foi apresentado pela primeira vez no Livro V dos Elementos de
Euclides, escrito cerca de 300 a.C., mas ¢ atribuido a Eudoxo. Nele sao definidos os conceitos
centrais da magnitude e relagdo, além de explicar o lugar dos nimeros na medicio. Esta explica-
clo foi aceita como padrio por mais de 2.000 anos.
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Os antigos gregos dividiam grandezas na multiplicidade (ou quantidades discretas) e magni-
tude (ou quantidade continua). A medida de uma grandeza era determinada em relacio ao nime-
ro de unidades apropriadamente definidas®. Isto colocava um problema, pois sabe-se que as
magnitudes poderiam ser mutuamente incomensuraveis (duas grandezas sio mutuamente in-
comensuraveis se e somente se a razio de um em relacio ao outro nio pode ser expressa como
uma razio de numeros inteiros, por exemplo, como ¢ o caso dos comprimentos da aresta e
diagonal de um quadrado, cujo valor ¢ dado por um niimero irracional).

O problema para Euclides era explicar o seu conceito discreto de medida aplicado a magni-
tudes continuas. Isso foi resolvido através da liberalizacio do conceito de medida ao estabelecer
que para cada grandeza especifica (por exemplo, cada comprimento especifico) existe uma
série de multiplos dessa magnitude. Definido desta maneira, a relacio existente entre cada
magnitude e qualquer unidade arbitraria, quer incomensuravel ou nio, em principio, é uma
razdo que pode ser calculada. Esta seria a primitiva teoria algébrica da medicdo.

E claro, a menos que haja alguma operacdo fisica para a obtencio de grandezas multiplas,
ndo ¢ possivel calcular essas proporcoes. Portanto, esta solucio elegante e poderosa nio foi
aplicada para além da gama de magnitudes extensivas (isto ¢, aquelas em que uma operacio
de adicdo pode ser definida). Classicamente isso incluia apenas as magnitudes geométricas,
peso e tempo, uma especialidade dos pensadores gregos.

Devemos cuidadosamente distinguir o processo de metrizacdo do objeto e a teoria que
resulta dessa atividade de medicdo, afim de clarificar conceitos, discussdes metodologicas
que ocorrem na Psicologia, Sociologia e no Estudo da Politica que sio frequentemente
prejudicados por confusdes como aquelas envolvendo a quantificacdo (quantificacio numé-
rica) e medicdo, magnitude (quantidade) e escala e objetivador (indexacdo) com definicio ope-
racional. Um outro tipo de confusio é causado pela metodologia obsoleta da fisica (onde ¢
origindria). Os conceitos quantitativos sio algumas vezes denominados de quantificacio ou
precisamente quantificacdo numérica que € uma operacio logica, puramente conceitual. Quan-
tificar ¢ uma concepcao codmoda dos cientistas envolvidos na construcio de uma teoria da
quantificacio; portanto ¢ diferente de medir, que ¢ uma operacio empirica.

Como cientificamente qualquer evento natural ou um fenémeno é necessariamente obser
vdvel, por mais comum que seja, exige o uso de instrumentacdo para observar, registrar ou
compilar dados relativos a ele, portanto medir.

Definigao 2.

Os atos naturais ou ocorréncias naturais, cientificamente sio chamados fendmenos.

Fendmeno é o aspecto que as coisas oferecem aos nossos sentidos; o primeiro contato

que temos com as coisas, o que aprendemos como experiéncia.

A precisio com que sdo observadas as regularidades ou padrdes de um tipo num certo fe-
ndémeno, permite sob o aspecto estrutural, entendermos como sendo uma lei natural. As leis
naturais que regulam um conjunto de fendmenos sio por sua vez reunidas em uma teoria.

Definicao 3.

Um evento é um fendmeno observavel, identificado como a menor parte de um pro-
cesso, a menor parte de uma mudanca.

A parte do seu uso generalizado como termo filoséfico, um fendémeno representa qualquer
evento observdvel possivel de ser medido com algum instrumento. O trabalho de muitas geracoes
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demonstrou a existéncia da ordem e regularidade nos fendmenos naturais, verificando-se que
na Natureza, certos aspectos dos fendmenos sio reproduzidos sempre e o aparecimento de
uns é acompanhado necessariamente por outros.

A medida pode ser descrita entdio como um mapeamento de elementos pertencentes a
um conjunto de dados empiricos cuja transformagdo particular (o processo de medicio) leva aos
elementos de um conjunto abstrato das imagens (o conjunto de fontes e o conjunto de imagens
sdo isomérficos se a transformacio copiar a estrutura do conjunto de dados). O isomorfismo é
0 conceito matemadtico importante, permitindo usar essas concepcoes algébricas elementares
para conceituar o que temos necessidade, mesmo de forma intuitiva.

Teorema 1.
Dois conjuntos: D, o conjunto dos dados e M, o conjunto das medidas, sdo isomorfos
=
1) existe uma correspondéncia biunivoca entre D ¢ M

i) quaisquer relagoes e operagoes definidas nos conjuntos sdo preservados pela cor-
respondéncia.

A condicio (i) associa dois conjuntos D (conjunto dos dados) e M (conjunto imagem
ou das medidas), a (ii) estabelece uma correspondéncia um a um entre os elementos seus
elementos.

Conjunto dos dados Conjunto imagem

- Transformacio

imagens abstratas [

Como exemplo concreto

Conjunto dos dados Conjunto imagem
(espaco empirico) (espaco dos simbolos)

transformacao

Colatares_
T

Espago abstrato
(modélo de medicao)

B =f (Use, @, rglragéo)

E a noc¢do de isomorfismo que nos ajuda a compreender a concepcio de mensuragdo ou
medicdo, uma vez que um dos objetivos primordiais ¢ o de mostrar como se pode passar de
observacées qualitativas para assercées quantitativas. A analise deve ser feita mediante a axiomati-
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zacdo de certas dlgebras de relacdes e operacdes experimentalmente realizdveis. A Matemdtica tem a
tarefa de mostrar que os modelos da teoria sdo isomérficos a um modelo numérico especial da teoria,
justificando assim a associacio de numeros aos objetos medidos e nio uma simples apropria-

cio numérica das coisas (HEGENBERG, p.77, 1976).

Faltando os meios para identificar o isomorfismo, sio necessdrios critérios menos rigorosos
para associar simbolos e conceitos, pois como a quantificacio é um aspecto essencial da men-
suracdo, a associacdo ¢ permitida sem que as condicdes rigidas de mensuracdo sejam satisfeitas
e como ¢ facil perceber, essa quantificacdo nem sempre ¢ frutifera. De qualquer maneira sua
importancia reside no fato que permite melhor caracterizacio de certos conceitos, leva com
frequéncia a descricoes precisas que seriam impraticaveis sem a quantificacdo (um exemplo cla-
ro é o emprego da nocio de velocidade de informacio), conduzindo em geral a um conjunto
de classificaces mais acuradas contribuindo decisivamente para a formulacio de hipdteses,
estabelecendo nexo entre as varidveis associadas ao problema e a descricio matematica e fi-
nalmente, permite o confronto de teorias rivais. O que temos que ter em mente é que sempre
¢ necessario dispor os conceitos antes de associar-lhes ntimeros.

Matematicamente a nocio e o significado de medida estio envolvidos com o que se pode-
ria chamar de dimensdo de um conjunto. Em Fisica, a medida, embora seja uma noc¢do intima-
mente relacionada com a correspondente no¢io em Matematica, difere, contudo, por sempre
estar associada com alguma quantidade. Nao confundir, grandeza (ja discutido acima) com
dimensdo, ja que existem quantidades que sio adimensionais. A condicio de observabilidade,
no entanto implica numa dependéncia das medicoes realizadas por diferentes observadores, di-
ferindo matematicamente segundo o grau de movimento ou orientacao. Se a observacdo e sua
correta compreensio € crucial, é necessdrio estar ciente de que a observacdo tem uma relacio
intima com o observador, o qual oferece as conclusdes das observacdes.

Definicao 4.

Observador é a descricio matematica de um ente (sujeito ou estrutura) associado a
um sistema de referéncia; capaz de realizar medicdes de uma dada grandeza fisica para
obter informacdes sobre o estado do sistema fisico.

O observador ¢ um sujeito cognitivo com todo seu equipamento psiquico. E bem comum
considerar a medida como uma interacio entre o que € observdvel e o observador, ou ainda, uma
sintese dos dois.

Assim a atribuicio de nitmeros a objetos indistintamente com a finalidade de representar
as suas propriedades, e nio qualquer propriedade, mas apenas as propriedades especificas
chamadas magnitudes ou grandezas, que sio capazes de instanciacdo’ mais ou menos, ou seja, de
instanciacdo em grau. Magnitude e a palavra grandeza sio ambiguas. As vezes, elas siao usadas
para se referirem as propriedades que estamos medindo no objeto. Em outras vezes, para se
referir a grandeza especifica da propriedade que o objeto tem, isto ¢, o valor da medicdo. Nao
h4d nenhum uso padriao na literatura de medicdo a ser seguido. Usando como sindnimos,
quando for necessario para se referir a ambos os sentidos que tendem a usar magnitude para
o primeiro, ou seja, a prépria propriedade e quantidade para o segundo.

Se entendermos por esse principio que a medicdo é um processo ou o resultado da deter-
minacio da razio de uma grandeza fisica e a unidade de medida, entdo a medicdo é na verdade
um operacionalismo, que é parte da grande corrente do empirismo moderno que inclui o prag-
matismo e o positivismo logico MARTINS, 1982). O operacionalismo é uma espécie de credo
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ortodoxo e todo desvio a seu respeito levara a uma punicio; um credo onde dois dos dogmas

desse credo sio (BUNGE, 1973, p.12):
L. A observacdo ¢ a fonte e a funcdo do conhecimento fisico;

II. Nada ¢ real a menos que se torne parte da experiéncia humana. A totalidade da fisica diz
respeito a experiéncia mais do que a uma realidade independente; por isso a fisica é uma drea da
experiéncia humana.

Se a observacdo é a fonte e objeto do conhecimento fisico, Bunge (1973, p.13) considera
que ela deve proporcionar apenas algum conhecimento rudimentar; sendo que, mesmo o conhe-
cimento comum vai muito além da observacio quando postula a existéncia de entidades inob-
servaveis, reconhecendo que na Fisica, ¢ comum avancar em ideias sobre o que nio é possivel
extrair da experiéncia comum. Para ele ¢ falso que a observacdo seja a origem de todos os itens
do conhecimento fisico, uma vez que a observacdo, vista como ato nio é pertinente a Fisica,
mas a Psicologia. Mas mesmo nio sendo a origem de todos os itens do conhecimento fisico,
¢ a forma necessaria de “perceber o mundo” através dos sentidos; constituindo um ato que
resulta na estimativa de valor de uma propriedade ou regularidade, envolvendo a aplicacio
de um procedimento especifico.

Dessa forma, o que medimos ¢ um atributo, caracteristica mensuravel, quantidade ou magni-
tude capaz de descrever uma grandeza que seja compativel com o uso pretendido do resultado
da medicdo, o mensurando. O mensurando representa a quantidade medida, ou seja, é a quan-
tidade especifica sujeita a medicdo. A medicdo ¢ a atribuicio de nimeros as propriedades dos
objetos ou eventos no mundo real, um processo de atribuicio de nimeros para representar
qualidades por meio de uma operacio objetivamente empirica (FINKELSTEIN, LEANING,
1984); incluindo o sistema de medicdo e as condicdes sob as quais ela ¢ realizada, podendo mo-
dificar o fendmeno, o corpo ou a substincia de modo que a grandeza que esta sendo medida
pode diferir do mensurando como ele foi definido.

Definicao 5.

Uma grandeza fisica g é a propriedade de um fendmeno ou de um corpo ou de uma

substancia que pode ser expressa quantitativamente sob a forma de um ntmero e de
uma referéncia (VIM, 2012).

As grandezas fisicas como conceito sdo atribuicdes dadas aos eventos e fendmenos fisicos,
nio sio os fendmenos fisicos propriamente ditos, mas um modelo matematico que represen-
ta esses fendmenos (DE BOER, 1995).

Definicao 6.
Uma medida é um ntimero puro M € R, e a expressio completa de uma grandeza

fisica sera o produto de dois fatores: a unidade de medida e o ntimero de vezes que essa
unidade ¢ utilizada'.

Dada a grandeza fisica g, a medida M(g) serd dada por

Grandeza fisica = valor numérico X unidade

(1 g={M(@)}u
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onde G € R ¢ seu valor numérico. Portanto medir é um ato de comparar quantidades.

g

M(g) =

A eq.1 estabelece ¢ uma representacio matemdtica da medida, mas expde os fatores ex-
perimentais que podem influenciar o processo de medicdo. Raramente a grandeza fisica g
corresponde a um multiplo de n.u, para n € Z*. Em geral a medida M(g) & Z7, assim se a
unidade u for supostamente divisivel em submultiplos, pode-se supor que a medida M(g) €
Q, portanto da forma p/q. Como consequéncia a medida da grandeza fisica M(g)€ R.

Definicao 7 (VIM, 2012).

Unidade de medida é uma grandeza escalar real, definida e adotada por convencio,
com a qual qualquer outra grandeza da mesma natureza pode ser comparada para ex-
pressar, na forma dum ntimero, a razdo entre as duas grandezas.

Corolario 1 (VIM, 2012).

As unidades de medida sio designadas por nomes e simbolos atribuidos por convencio.

Corolario 2 (VIM, 2012).

As unidades de medida das grandezas da mesma dimensio podem ser designadas pelos
mesmos nome e simbolo, ainda que as grandezas nio sejam da mesma natureza.

Corolario 3 (VIM, 2012).

As unidades de medida de grandezas adimensionais sio ntimeros, para alguns casos rece-
bem denominacdes especiais a estas unidades de medida.

As grandezas fisicas sio, portanto, consideradas o objeto natural usado para expressar os
resultados das medicdes, as leis e relacdes tedricas. Como conceito sdo atribuidas aos eventos
e fendmenos fisicos, nio sendo os fendmenos fisicos propriamente ditos, mas um modelo
matemdtico que representa esses fendmenos (DE BOER, 1995)

Ainda como consequéncia dessa definicio, lembro que Maxwell escreveu que a unidade
também pode ser concebida como uma grandeza, isto é, uma grandeza do mesmo tipo que a
grandeza a ser expressa, mas selecionada como um padrio de referéncia; unidades sdo grandezas
particulares especialmente selecionadas e usadas para permitir a expressio de outras grandezas
do mesmo tipo de maneira quantitativa: a escolha das unidades possibilita a medicdo das grandezas
fisicas.

As grandezas fisicas formam um conjunto GCR o qual satisfaz duas operacoes, adicdo e
multiplicacdo. Também em G estd definida uma relacio que permite comparar seus elementos,
a relacio menor ou igual <. Satisfaz os seguintes axiomas para a adicdo (MILIES,COELHO,

2001):

A1 - Lei Associativa: Para toda terna a, & e ¢ € G, entdo vale

at+@+c)=(@+4b)+c
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A, - Elemento Neutro: Existe um tinico elemento denominado neutro aditivo ou zero, tal que:

a+0=a,Vae@G

A, - Existéncia do Oposto: Para toda grandeza fisica a existe um tinico elemento que é denomi-
nado oposto de a e sera indicado por (- @) tal que

a+(—a)=0
A, - Lei Comutativa. Para todo par a, & de grandezas fisicas vale:

at+b=H6+a

Para a multiplicacdo:

A5 - Lei Associativa: Para toda terna a, & e c € G

a(bc) = (ab)c

A, - Elemento Neutro: Existe um tinico elemento denominado neutro multiplicativo, indicado
por 1, tal que:

lLa=aVaeEeG

A7 - Lei Cancelativa: Para toda terna a, & e ¢ € G, com a#0, tem-se

at =ac—=> b6 =c

A, - Lei Comutativa. Para todo par a, & de grandezas fisicas vale:

atr = ba

A, -Lei Distributiva. Para toda terna @, & e ¢ de grandezas fisicas vale:

a(b+c)=ab +ac
Axioma 1.

O conjunto G das grandezas fisicas munido de A, caracteriza um semi- grupo.

Definicao 8.

Grandezas fisicas cujos valores dependem de escalas aceitas em um sistema de unidades
de medida sio denominadas dimensionais ou grandezas concretas e grandezas cujos
valores independem do sistema de unidades aplicado sio denominadas adimensionais
ou quantidades abstratas.

Definicao 9.

O valor numérico do produto de duas ou mais grandezas ¢ o produto dos valores nu-
méricos das duas ou mais grandezas.
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Sejam a e & duas grandezas fisicas. Da Def.6, eq.1

g ={M(g)}u
(2) ab=c= M@} ug (M(B)}u, = M)} u,

Para um sistema de unidades coerentes'? as equacdes entre as unidades nunca contém fatores
numeéricos

(3) Ug-Up = U¢

Dando assim a equacdo dos valores numéricos

(4) (M(a)}.{M(6)} = {M(c)}

Axioma 2.

Seja G um conjunto nio vazio das grandezas fisicas e 1, wr € G; existe um escalar €R,
tal que:

a) (a. v). w=v. (a. w);

b) I BER / (a. B). v = a. (B. v).

Dado o conjunto das grandezas fisicas G, denomina-se por R uma relacdo em G para indi-
car que dois elementos g e £ EG estdo R relacionados: (gR#A). Uma relacdo R tal que para
todo g€@G vale (gRg) dizse reflexiva. Uma relacio R tal que para todo par de elementos g, h
€QG, entio se (gRA) vale e (/iRg) também vale; a relagdo ¢ denominada simétrica. Por outro
lado, a relacdo R se diz transitiva se para a terna g, A, £ €G vale (¢gRA), (AR £) = (gR ¥).

Nos processos de medicdo no dia a dia surgem relacées entre os elementos de um conjunto
ou entre elementos de conjuntos distintos. Um exemplo comum €é o conjunto dos dados
D e o conjunto imagem ou das medidas M. Das tantas situacoes existentes em um processo
de medicdo decorre naturalmente uma ideia informal de relacdo: ¢ um sistema R constituido
de: a) conjunto D (partida), b) conjunto M (chegada), c) uma sentenca p(d, m), onde dED
e meM entdo para todo par ordenado (d, m)EDxM. a proposicio p(d, m) é verdadeira ou
falsa. Aproveitando essa notacio, pode-se definir entdo a relacdo bindria.

Definicao 10.

Chama-se relacio binaria R de D em M, ao subconjunto RcD x M.
Entio, se (d, m) € R usa-se dRm; se (d, m)¢& R usa-se dRm.

Teorema 4.

Uma relacdo binaria R num conjunto G ndo vazio, ¢ chamada relacio de equivaléncia
e indicada por ~ se para qualquer g, £, £ € G o conjunto das grandezas fisicas, satisfaz as
propriedades

P, reflexiva: se g € G, entdo g v g;

169



LEOPOLDIANUM * ANO 47 +2021 *n° 131

P, simétrica: se g, /1 € G, entdo gv e v g;
P, tansitiva: se g, A, £ EGegvhe i~ gL,

Definigao 11.

Seja o conjunto G e ~ uma relacio de equivaléncia em G; entéo, para cada elemento
g€@G, chama-se classe de equivaléncia de g o conjunto dado por:

(5) C(g) ={V # € G/ Arg}

Corolario 1.

O conjunto das classes de equivaléncia efetuam uma particio nas classes de equivaléncia
de todo o conjunto das grandezas fisicas G:

(6) G ={C(g),C(A),C(H),,..}

Numa classe de equivaléncia todas as grandezas sio da mesma espécie e, portanto, as opera-
coes adicio e subtracio tem significado fisico.

Teorema 5.

Dada uma decomposicio de G como uniio de subconjuntos mutuamente disjuntos nio
vazios, define-se uma relacio de equivaléncia em G cujas classes sejam precisamente os
sub- conjuntos dados.

Da Def.10, se

a) g€ C(g)

b) i€ C(g) entdo C(A)= C(g)

o) se C(g)N C(A)=2 = C(g)= C(A)

De (a) tem-se g~vg. Se ~v é a relacdo de equivaléncia em G, define para cada ¢ € G a particdo

(7) Py=C(g) ={VAEG/ Avg}

Se g € G ¢ claro que G ¢ a unido dos subconjuntos particao {P, P, P,...}; para cada par
desses subconjuntos, por exemplo P, P = Pg,ﬂPh=(Z), caso contrario pela propriedade transiti-
va Pg,=Ph, portanto {Pg, P, P,..} ¢ uma particao de G efetuada por ~.

Assim, ¢ possivel afirmar com base nos teoremas acima que a particdo das grandezas de G
em grandezas de espécie diferente g, £ ...corresponde a particdo de em classes equivalentes [g],
[#] ...e viceversa.

O produto de duas espécies de grandezas fisicas define uma espécie de grandeza resultante.
Essa multiplicagdo obedece a propriedade comutativa da multiplicacdo A,. Entio, o conjunto das
espécies de grandezas junto com as relagoes de multiplicagao A, munidos do elemento neutro
A, e do elemento inverso, constituem um grupo, o grupo das espécies de grandezas. Entao todos
os elementos do grupo podem ser gerados por um conjunto finito de elementos, os geradores
do grupo. Assim toda espécie de grandeza ¢ pode ser expressa como

8) ¢ = A% RB PV .. w® com a,pB,y, .0 €R
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O grupo das espécies de grandezas constitui uma algebra finitamente gerada.

Em toda classe de equivaléncia C(g) pode-se escolher uma grandeza unitdria [u], tal que
todas as grandezas ¢ de mesma classe de equivaléncia possam ser expressas em funcio de [u] na
forma

[9] ¢ = a.[u]

Definicao 12.

Todo sistema coerente de dimensdes que define o conjunto U requer:

a) que o conjunto U contenha exatamente uma dimensdo [u] de cada classe C(g).

b) se [u] é a dimensdo de C(g) e [V] ¢ a dimensdo de C(h), a dimensdo [u. v] de C(g. h) ¢
igual a

Essa condicdo é coerente e equivale a usual condicio de que em expressdes escritas em

termos de outras dimensdes nenhum fator numérico adicional ¢ introduzido. Entiao, dadas as
dimensdes [u], [V] e [W] € U, o conjunto das dimensdes coerentes valem as propriedades:

Associativa: ([u]. [v].[w])=([u]. [V]).[w].

Comutativa: [u]. [v] = [v]. [u]

Elemento Neutro: [u]. [i] = [u]

Elemento inverso: [u]. [v] = [i] & [v] = [u]?!

Divisdo: [u]. [v] = [w] « [v] =[ w]. [u] ™

Dessa forma, o conjunto U das dimensdes coerentes [u] munido da propriedade comutativa
constitui um grupo, o grupo das unidades, que ¢é isomérfico ao grupo das espécies de grandezas ou

com o grupo das classes equivalentes. Portanto ¢ uma algebra finitamente gerada tal que, para
toda grandeza g sua dimensdo ¢ dada pela equacdo dimensional

[g] = [a]®. [b]B.[c]". . [W]® tal que a, B, w €E T

As dimensoes [al, [b]...s30 as dimensées base do sistema de dimensdes; todas as outras di-
mensdes geradas por essa expressio em termo das dimensées base sio dimensées derivadas

Todas as medidas fisicas com as quais lidamos sio (ou sio tratadas como se fossem) esca-
las de razdo, ou seja, elas sio completamente determinadas, exceto por uma unidade escolhi-
da arbitrariamente. A maioria, embora nao todas, as medidas fisicas tém varias unidades em
uso comumy; estes sdo geralmente acordados por uma Comissio Internacional”. Esta conclu-
sdo é vélida para qualquer grandeza dimensional que dependa de varias grandezas basicas se
variarmos apenas uma escala. Isso prova que as equacoes dimensionais das grandezas fisicas
devem ser uma potenciacio de mondmios.

2. ALGEBRA DO PONTO DE VISTA MICROSCOPICO

Entdo, determinar as propriedades de um sistema fisico sob investigacio ¢ realizar uma
medicdo. Dessa forma o consenso geral de que a concepcao de medicdo é uma comparacio
ndo é ambigua; pois considerando o sistema de interesse ou objeto S disposto num estado T
colocado em contato adequado com outro sistema preparado independentemente (também
chamado de aparato ou instrumento de medida), uma mensuracio acoplada, resultard na medida
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do observdvel M, que ¢ determinado pela leitura do valor indicado. Isso caracteriza o que ¢
conhecido como observduvel cldssico.

O termo observduvel se tornou uma designacio padrio da Mecinica Quantica para o que
costumava ser denominado de grandeza fisica ou grandeza mensurdvel na Fisica Classica. Este
termo deriva de quantidade observdvel. Uma quantidade ou magnitude é um predicado quantita-
tivo como resposta provavel ou mais-valia, supostamente espelhando em alguma propriedade
de um sistema concreto; portanto uma magnitude M ¢ uma conceitualizacio da propriedade P

correspondente, ¢ uma medida (BUNGE, 1973, p. 105).

Na Fisica Classica todos os observdveis sio objetivos em qualquer estado, representando
toda propriedade ou estado de um sistema que pode ser determinada (observada) por uma
sequéncia de operacdes fisicas. Essas operacoes incluem quando o sistema fisico S é subme-
tido a algum processo experimental e a leitura de valores M é realizada em algum dispositivo
de medicdo. Para todo observdvel é possivel diferenciar uma qualidade e uma quantidade (uma
distin¢cdo de interesse especial na Mecanica Quéntica que rege os fendmenos microscépicos).

Experimentalmente qualquer observdvel cldssico estd relacionado a uma funcio de vari-
dveis reais como o conjunto dos estados possiveis do sistema. Em outras palavras, na des-
cricio macroscopica regida pela Fisica Classica é possivel obter em sistemas similares uma
variacio continua de quantidade para cada qualidade. Como classicamente os observduveis sio
funcoes das coordenadas de posicio e velocidades (momentos conjugados), podem entio ser
entendidos como uma funcio ou aplicacio definida no espaco de fases do sistema, na verdade,
uma distribuicdo de probabilidade sobre o espaco de fases. Eles sempre assumem valores bem defi-
nidos eventualmente desconhecidos.

Contudo é possivel em principio medir sem qualquer interferéncia o sistema observado.
Assim classicamente o valor ou resultado da medicdo nido é sendo o valor do observdvel antes e
depois da medicdo. Assim classicamente qualquer quantidade que possa ser medida diretamen-
te por meio das operacdes e dos instrumentos de medicio apropriados, ou indiretamente
por meio de calculos analiticos, é considerada observdvel. Embora grandeza fisica classicamente
possa ser considerada, em algum sentido, observdvel (massa, momento, momento, energia),
com o surgimento do Eletromagnetismo, essa situacio mudou, pois sido introduzidas grande-
zas fisicas como campos e potenciais que ndo sdo diretamente mensurdveis, mas se revelam ferra-
mentas e contribuicdes vélidas para o célculo e a resolucio dos problemas fisicos associados.

Na Mecanica Quantica esse fato foi acentuado pois os sistemas existem em estados nos
quais o observdvel ndo ¢ objetivo. Nesse caso o aparato nio se refere a qualquer valor objetivo
do observdvel antes da medida. Considerando dessa forma, nio fica evidente que uma medicdo
seja tal que o seu resultado se refere a um valor objetivo do observdvel apds a medicdo. Entio
como explicar nessa situacio a interpretacio e ocorréncia de um valor particular do indica-
dor observdvel? A resposta equivale a fixar a nocio de medida; assim o requerimento minimo
para que seja cumprida uma medicdo é a condicio da probabilidade de reprodutibilidade. Portan-
to um observdvel é o equivalente quintico da grandeza fisica classica.

O conceito de medida na Fisica Cléssica baseia-se num procedimento discutido acima,
o da interacdo entre o que se deseja medir e o instrumento de medicio que pode ser feita
arbitrariamente pequena em principio, de modo que podemos afirmar que o procedimento
realizado nio causa nenhuma interferéncia no que se deseja medir. Entretanto, a experiéncia
demonstra que a interacio entre os sistemas fisicos microscopicos e os instrumentos, nao
pode ser arbitrariamente pequena, e nem procedimento realizado pode ser precisamente
compensado uma vez que, em certa extensio, é incontrolavel e imperdivel.
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A medicdo na Mecanica Quéantica envolve o significado das circunstincias fisicas do ex-
perimento; por exemplo, uma medicio pode ocorrer em nivel microscépico sem depender
do instrumento de medicio macroscopico e a presenca ou auséncia de interferéncia pode
depender de uma comparacio de diferentes observaveis em um experimento, mesmo que os
observéveis ndo possam ser realmente observados pelo experimentador.

O actumulo gradual de informacdes sobre o comportamento na microescala e atdmica
durante o primeiro quarto do século passado, nos forneceu indicacdes de como as coisas no
microcosmo se comportam, produziu uma crescente confusio que foi finalmente resolvida
entre 1926 e 1927 por E. Schrodinger (1887- 1961), W. Heisenberg (1901-1976) e Max Born
(1882 -1970). Eles finalmente obtiveram uma descricio consistente de como as novas Leis da
Natureza apenas poderiam ser consistentes se houvesse alguma limitacdo bdsica nas nossas capa-
cidades experimentais que nio tivessem sido reconhecidas anteriormente. Uma vez que o com-
portamento atdmico ¢ tio diferente da experiéncia cotidiana, ¢ muito dificil se acostumar,
ele parece peculiar e misterioso para todos, tanto para o leigo como para o fisico experiente.
Mesmo os experts ndo o entendem da maneira como gostariam, e é perfeitamente razodvel
que seja assim porque todas as experiéncias humanas diretas ou intuitivas se aplicam a obje-
tos grandes. N6s sabemos pela nossa experiéncia imediata como as coisas se comportam, mas
numa escala pequena elas nio se comportam dessa forma. Entio precisamos aprender sobre
elas de uma forma abstrata ou imaginativa e nio por analogia com nossa experiéncia direta.

Consideremos agora o problema do quanto no cérebro pode ser empurrado para longe o
ponto de distin¢do entre o observador e o que é observado. Antes de fazer isso, porém, queremos
enfatizar que a questio é completamente irrelevante no que diz respeito a teoria das medicdes,
uma vez que, como ji vimos, € necessirio apenas levar a anilise a algum estigio classica-
mente descritivel do aparelho. No entanto, talvez seja de algum interesse entrar em algumas
especulacdes sobre esse fascinante problema geral, sobre o qual muito pouca informacio
esta disponivel. Nosso o cérebro contém elementos essenciais da Mecanica Quéntica, entio
o ponto de distincio ndo pode ser levado tio longe quanto esses elementos. Mesmo que o
cérebro funcione de forma classicamente descritivel, o ponto de distincio pode deixar de ser
arbitrario, porque a resposta do cérebro pode nio ser uma simples correspondéncia um a um
com o comportamento do objeto sob investigacio.

2.1 Tratamento matematico do processo de observacao (SCHWINGER,
2000; 2001).

A tarefa da teoria quantica da medicdo é investigar a consisténcia semantica da Mecénica
Quantica. Em termos gerais, a Mecanica Quantica, como uma teoria fisica, e a teoria qudntica
da medicdo como uma parte dela, sdo baseadas em uma divisio do mundo empirico em qua-
tro partes: 1°) sistemas de objetos S (para ser observado), 2°) equipamento de observacdo, que
denotamos por A, 3°) o ambiente € (o resto do mundo fisico que se pretende ignorar) e 4°)
observadores 0. Dependendo do tipo de interpretacio em questio, observador ou ambiente
podem ou nio serem negligenciados na descricio do processo de medicio. O problema co-
mum subjacente ¢ o problema de objetificacio; isso &, a questdo de como resultados de medicdo
definidos sdo obtidos.

Para Schwinger (1959) a representacio cldssica de grandezas fisicas por niimeros ¢ a iden-
tificacio de todas as propriedades com os resultados de tais medicoes nio perturbadoras. E
caracteristico dos fendmenos atdmicos, entretanto, que a interacdo entre o sistema e o instru-
mento ndo pode ser indefinidamente enfraquecida. Nem pode a perturbacdo produzida pela interacdo
ser compensada, uma vez que s6 é previsivel estatisticamente. Consequentemente, a medicdo
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de uma propriedade pode produzir mudancas incontroléveis no valor anteriormente atri-
buido a outra propriedade, e ndo faz sentido atribuir valores numéricos a todos os atributos de um
sistema microscopico. A linguagem matematica apropriada ao dominio atdmico é encontrada
na transcricdo simbolica das leis da medicdo microscépica. Basicamente sua ideia é substituir a
abordagem simples e geral existente sobre as ondas de De Broglie e Schrédinger, por uma base
que seja exclusivamente geral.

A proposta parte da analise de um experimento tnico: o experimento realizado pelo
fisico americano Otto Stern (1888-1969) em colaboracio com com o fisico alemao Walther

Gerlach (1889-1979) em 1922 (GERLACH,STERN, 1922) e a quantificacio do espaco.

Trata-se de um fino feixe de atomos de prata produzido pela evaporacio em um forno
e colimado por duas fendas em série, passando (em alto vacuo) entre dois polos de um ima
nio homogéneo (fig).

Previsao

R Atomos
classica Observado

de Prata

’.‘V

Forno S

N

Campo magnético
ndo homogéneo

Figura 45 - Diagrama do experimento de Stern - Gerlach

Se uma particula neutra passa por uma regiio com campo magnético homogéneo, a forca
exercida em direcoes opostas do dipolo se cancelam e o movimento da particula é inaltera-
do. No experimento de Stern-Gerlach foram usadas particulas neutras (Atomos de Prata) e
a mesma conclusio é obtida, uma vez que foi designado para testar momento angular, e nio
fendmenos eletrostaticos. Se a particula viaja através de um campo magnético nio homogéneo,
entdo a forca em um dipolo ser4 ligeiramente maior que a forca oposta no outro extremo (dai
a forma irregular ima). A descricio matemdtica para explicar o resultado do experimento faz
uso dos resultados da Eletrodinamica de Maxwell.

Considerando o modélo de Bohr, o 4tomo de Hidrogénio, portanto, um modélo plane-
tario classico, com um electron em uma “érbita circular” ao redor do nucleo. Nesse modelo
o electron se move com welocidade tangencial constante v, nessa trajetoria circular muito particu-
lar de raio r. Existem nesse caso, efeitos magnéticos decorrentes, como é bem conhecido da Ele-
trodinimica de Maxwell. No centro da trajetdria estd uma carga positiva nuclear, tornando
o sistema eletricameente neutro, mas esse nucleo com massa relativamente grande, move-se
tdo vagarosamente ao redor do centro de massa do sistema que os possiveis efeitos magnéticos
podem ser desprezados
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Figura 46

O campo magnético do sistema num certo intervalo médio de tempo absolutamente nio
¢ nulo. Isso porque devido ao movimento do electron em sua orbita nesse mesmo intervalo
de tempo, tudo se passa como se existissem N cargas negativas na mesma trajetoria circular
numa “procissio em cadeia sem fim”, como se estivessem contidas num “anel circular” de
raio r definindo assim uma espira de corrente circular de raio r. Nesse caso, no mesmo intervalo
de tempo médio, a frequencia efetiva f do electron, informa sobre o numero de rotacdes por
segundo

w v

A corrente eletrica nessa espira imagindria tera sentido oposto a v, e seu valor sera

ev

_1_ _ _ &Y
l_At_q'f_an

A corrente eletrica i

i = %[C/s]

Figura 47

O produto (i.S) de dimenssdo [IL?] no S.I. é expresso em [A.m?] representa o momento
magnético 1 (a letra em negrito, a, ¢ costumeiramente usada para representar uma grandeza
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fisica vetorial no [E3) da espira virtual. E evidentemente um vetor perpendicular ao plano defi-
nido da espira ou da superficie orientada S

P =1.S

No caso do electron, a drea definida é de um plano circular, entio a intensidade do vetor

sera
mn mn 2nr 2
evr
Hm = B

E possivel determinar o momento magnético em funcio do momento angular L cuja intensi-

dade ¢

L er L e L
L=mevr<:>v:merz>ym=—7mer=_zm_e
eL
Um = _Zme

Essa ultima equacgdo envolve apenas constantes fundamentais, portanto uma soluciao
bem geral pois inclui as orbitas circulares e elipticas. Como o momento angular se conserva,
consequentemente 0 momento magnético também se conserva em intensidade e direcio. A
razdo giromagnética sera entao

L 2m,

tm e

Portanto, deve haver uma relacdo entre a magnetizacdo de um material e seu momento angular.
Em termos macroscopicos,

IL|  2m,
| tm |

k
= 1,138625.10711 [?g]

No experimento, a forca resusltante exercida pelo campo ndo homogéneo sobre o dtomo
de prata nio excitado, cuja estrutura se assemelha a de um atomo alcalino (aqui neste caso
o momento magnético do electron é mais evidente do que o do nucleo). O dtomo nesse caso se
comporta como um pequeno imi. O movimento ocorre através de uma regido com a presen-
ca de um campo magnético nio homogéneo, provocado pela forma geométrica de um dos
polos do ima'. Se a intensidade do campo magnético é B em um dos polos magnéticos do
dtomo, no outro polo serd B - VB de tal modo que a forca efetiva sobre o dtomo sera
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F=pnB—ppy.(B—VB)=pu, VB
F=u,.VB

A intensidade é portanto, assumindo que a direcio VB ¢ paralela a z, e o angulo formado
entre it e B sendo 6

0B
|F| =F = umgcose

Figura 48

Classicamente, o momento magnético pode assumir qualquer dngulo em relacio a direcio
do campo magnético e, portanto, seria de esperar que houvesse uma distribuicio aleatéria
dos angulos de deflexdo. Se, no entanto, a quantizacdo do espaco for real, as deflexdes deveriam
ocorrer apenas em angulos de deflexdo 6 especificos. Devido ao movimento de precessdo ao
redor de B (conhecida como precessdo de Larmor) a componente (i ), ao longo do percurso
permanece constante, mas as outras oscilam ao redor de zero. Tudo acontece como se cada
dtomo estivesse submetidoao valor médio da forca em virias oscilacdes (um)zi—z Levando em
conta a geometria do diagrama (fig.48), e K a energia cinética dos dtomos do feixe incidente,
um simples cdlculo permite determinar o valor de 6:

PR (L)Z_ 1, 0B_1* 0B
2=3% =3 Miromo \V/  2MaromoV? Kngz =~ 4k g,
Mas

z . (Um-LOB
— =cosf = 6 = cos 1(——)
L 4K 0z

O desvio é portanto proporcional as componenete de g na dire¢ao do campo magnéti-
co. Estando os atomos orientados aleatoriamente, (i, ), pode assumir os valores de compre-
endidos entre +(¢ ) e -(1 ). e todos os angulos de desvio, valores compreendidos entre os

m”Zz m”/z
dois valores correspondentes. O impacto na chapa fotografica apresenta o resultado como
duas pequenas manchas equidistantes e alinhadas paralelamente a z
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Figura 49

O que se observa ¢ uma sucessao de pequenas manchas equidistante e alinhadas parale-
lanebte ao eixo Oz, se é feito o campo variar, ou seja , a distancia entre as manchas ocorre na
mesma proporcio, sem que o resultado da imagem sofra qualquer alteracio, permanecendo
constante o numero n de manchas. Cada uma das manchas corresponde a um valor de (u, )
,; bortanto uma magnitude quantificada suscetivel a asssumir n valores distintos. A compo-
nenete do momento angular L possue evidentemente a mesma propriedade.

E possivel objetar a interpretacio desse experimento por ela estar baseada em uma
hipotese muito particular em relacdo a origem do paramagnetismo atémico; a existéncia de um
momento magnético permanente proporcional ao momento angular. a negacio do fato, dificulta
a compreensdo do experimento para a explicacio das n manchas distintas sobre o anteparo
sem admitir que certas magnitudes que caracterizam os movimentos internos estio quantifi-
cadas. Logo, a medida que o centro de massa segue as leis da Mecanica Classica, sua trajetoria
vem totalmente determinada pelo estado dindmico do 4tomoao chegar na regiio do imi e o
aparecimento sobre o anteparo de uma distribuicio de impactos mais ou menos espacados,
¢ interpretado ndo estando os 4tomos nas mesmas condicoes iniciais e que as variaveis di-
namicas que definem o estado iniicial estio estatisticamente distribuidas dentro de um certo
dominio extenso. A existencia das n manchas separadas confirma essa distribuicio estatistica
apresentando ao menos n descontinuidades, ou de outro modo, certas varidveis dindmicas do
dtomo estdo quantificadas, como praticamente todos os &tomos estio em seu estado fundamen-
tal, caso contrario emitiriam radiacio, assim ndo se pode tratar da quantificacio da energia
mas da quantificacdo da varidvel dindmica de orientacdo no espaco do dtomo.

O experimento Stern-Gerlach (SG) usando dtomos de prata ¢ a medicio de uma quanti-
dade fisica, (u_),, que por acaso tem apenas dois valores possiveis, digamos +(i ), e -(, ).
Agora generalizando (SCHWINGER, 2001) e considerando o (), apenas como um exem-
plo de uma quantidade fisica A que tem os valores possiveis a,, a,, ... @ ; um valor tipico sera
designado como a, ou a. Em todo o caso, obtém-se informacdes estudando a interacdo do
sistema de interesse, que denotamos a seguir por S. Podemos afirmar que, em cada caso, nos-
s0 equipamento fisico especifico que mede (i ), seleciona um determinado resultado com
relacio a S (4, 0 ou —). Para especificar melhor os processos vou adaptar uma simbologia
para um equipamento S inespecifico, de acordo com Schwinger (2001), medida A seleciona a..

(A2 a;)
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Tudo isso traz a implicacio de que uma medida ¢ um ato fisico que ocupa uma regido
finita do espaco-tempo. Representando de forma mais adequada que contém a implicacio de
uma regido finita associada ao ato de medi¢do; entdo, medida A seleciona | a, a .

(A2 a;)=la; a4

A propriedade fisica A ¢ implicita, tem o status implicitamente dado por a,, preparando o
caminho para uma generalizacio. E um lembrete de que uma medicdo seletiva envolve um ato
inicial seguido de sua verificacdo, na simbologia adotada para a medida

(A2 aXA 2z aq)

Sio introduzidos valores numéricos para dois atos de medicdo particularmente simples:
aceita tudo 1, rejeita tudo 0. Um primeiro passo para a construcdo de uma dlgebra para esses sim-
bolos ¢ feito na representacio de atos sucessivos de medicio, deslocadas no tempo, por mul-
tiplicacdo sequencial dos respectivos simbolos. Assim, generalizando para um caso, a medida

(AZa)A 2 a)=la;al |a; a;
Afirma que a repeticio de uma medicdo seletiva confirma que a medicdo é simbolizada por
(AZa)A2a)=(A2q)=la al.la; al =la; ail
Num segundo caso onde a generalizacio leva a
(Aza)AzZa)=(AZagNAZa)=0=a;#q ~|a; q]|aa]|=0
Entdo, obviamente sobre a multiplicacdo dos simbolos de medicio 1 e 0,
la; a;|.1=1.]a;a;| =la;a;] & 1.1 =1

Logo
1.0=01=0<|a'a’|.0=0.]la’'a’| =0e0.0=0

Voltando um pouco para notar a equivaléncia, medida A seleciona a’ é coincidente com a
medida (A-a") seleciona 0

(AzZa)=(A—aq; Z0)
Quando

(A—a)(A—a;) 2 0)

E aceito sem distin¢do que a medida A tem resultado a, ou a. Para uma medida menos
seletiva, representada pela adi¢ao dos respectivos simbolos quando a, #a

((A — ai)(A — Cl]) = 0) = |ai ail + |Cl] a]| = |aj a]| + |al- ail
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Sao somas equivalentes a permutacio 2 | = 2. Incorporando a simetria completa entre a’
e a” e dando continuidade nessa mesma via quando a, #a # a, #a,

(A= a)(A—a;)(A—ap) = 0) = la; a;| + |aj aj| + |ay al

E equivalente a permutacdo 3!= 6. Entio uma permutacdo equivalente a n!

n
(4= a) (A= ay) 2 0) = a,a,] + 8,0, + = |anan] = ) |a; i

i=1

Como a medida que aceita todos os resultados possiveis sem distincdo é simbolizada por

n
Dlaial=1
i=1

Estabelecendo assim a completeza dos simbolos |a, a,|. Com a op¢ao de aceitar 1 ou 0:

1, a ultima soma deve ser igual a 1.

la; a;l + 0 =0+ |a; a;| = |a; a;] -
1+0=0+1=1
0+0=0

Isso ¢ consistente com as propriedades estabelecidas para | a a| e atuando como 1

n
Zlai al ||aj a| = |a; q
i=1

A lei distributiva em relacdo a multiplicacdo para um produto com soma ¢é a soma dos pro-
dutos (note que o sentido da operacio ¢ importante):

n n
(Zlai ad) |a} a}| = Zlai ail . |aj ajl = Zlai ail . |a] a}| +Z|ai ail . |a] a}|
i=1 i=1 i=j

i#j

n
(Zlai “i|> |aj aj] = [aj aj| + 0+ +0=[a; q

=1

Para medidas sucessivas

|al- aj||aj ak| = |a; ai|
Assim,
|al- aj||ak agl =0 & a; F ag
Nesse caso
n n
<Z|ai ai|> |aj ak| = Zlai a;|. |l1j ak| = Zlai a;l. |aj ak| +Z|ai a;l . |aj ajl
i=1 i=1 i=j i#j
n
(Zlai ai|>|a]- ax| = o al|lgjar] + 0+ = |aja;]
i=1
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Portanto
|a; aj]|aj a;] = la; ;]
|9 ailla; aj| = |a; a
Os produtos do lado esquerdo diferem apenas na ordem de multiplicacio; os lados di-

reitos sdo diferentes se a, #a,. A ordem de multiplicacio pode ser significativa. Esta dlgebra
em evolug¢ido o produto nao é comutativo. E, como poderiamos foi notado antes para a, #a,

|ai al-||aj a]| =0
Valendo para |a, a | e | a, a;| ndo nulos, assim também

|al- aj||ai aj| = 0com |ai aj| #0

2.2 Paréntesis de Poisson e os Comutadores.

Farei um pequeno relato sobre um conceito introduzido por Paul A. M. Dirac, em 1925,
na Mecinica Quantica.

O estado uma particula ¢ definido pela amplitude Y (X,t) e o valor esperado de x(t) ¢é
dado pelo valor médio

N———
valor densidade

médio de
probabilidade

(x(0)) = f x. WO dx

Isso ndo significa que serdo realizadas varias medidas para determinar o valor médio
como ocorre em experimentos convencionais de laboratorio. E a média (x(t)) das medicoes
feitas, todas no estado Y(x, t). Significa, separar um conjunto de particulas, cada uma no
mesmo Y(x,t) e medir a posicio de todas elas: (x(t)) é a média dos resultados. Richard Feynman
(1948) fez isso para todas as trajetorias possiveis de uma mesma particula. Considere a per-
gunta: Qual prioridade deve existir: a do tempo sobre o espaco ou vice —versa! Nenhuma das duas, o
que ocorre na realidade é bem diferente e a melhor resposta estd na otimizacdo, nio ha mais
necessidade da causalidade.

A Natureza escolhe entre todas as possibilidades que lhe sdo oferecidas, aquela que é a
mais eficaz, e a mais eficaz é a que obedece ao Principio da Minima Acdo (GOLDSTEIN, 1980;
LANCZOS, 1986: LEECH, 1971). Em outras palavras, dentre as iniimeras maneiras pelas
quais um sistema pode alterar sua configuracdo durante um intervalo de tempo (t,-t,), o
movimento real que ocorre é aquele que maximiza ou minimiza a integral anterior.

tp
S(B,A) = J L(x,x,t).dt

ta

A funcio £ é a funcdo lagrangeana, que depende das posicoes, das velocidades e do tempo
explicitamente; onde a quantidade , representa o excesso de Energia Cinética sobre a Energia

Potencial, sendo assim
tp

S(B, A) =f (T = V). dt

ta
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Como a causalidade nio ¢ necesséria, a ideia de um corpo se mover de acordo com o
Axioma Il de Newton, perde o sentido; entdo a descricio de uma trajetéria adequada para um
corpo ir por exemplo de uma posicio inicial para uma posicio final vai depender na verdade
entre todos os provdveis percursos a serem realizados aquele que tem a maior probabilidade para
aacio S (B, A) ser um minimo.

Axioma 3.

Os corpos na Natureza nio podem escolher entre o percurso mais curto ou o mais breve;
nesse caso a integral de acio ¢ um minimo.

Mas esse principio esta formulado de maneira incompleta. A particula nio toma o caminho
de minima acdo, ela percorre aquele que tem a menor acdo, por um método analogo aquele que
a lug percorre aquele com o menor tempo. E essa analogia ético-mecinica estd implicita no princi-
pio. Qualquer caminho que a luz percorra num intervalo de tempo diferente, ela chega com
uma fase diferente. A amplitude total em um ponto é a soma das amplitudes de todas as diferentes
maneiras pelas quais a luz pode chegar. O caminho importante é aquele para o qual existem muitos
caminhos proximos que dio a mesma fase.

inicio fim

Diagrama apresentando as contribui¢des da integral de caminho
para o conjunto de trajetorias de uma particula

E exatamente a mesma coisa na Mecanica Quantica. Portanto funciona assim: a proba-
bilidade de que uma particula, saindo do ponto inicio no instante t, chegue no ponto fim no
instante (t+08t), ¢ o quadrado de uma amplitude de probabilidade P (X,t). A amplitude total
pode ser escrita como a soma das amplitudes de cada caminho possivel de cada maneira de chegar.
Para cada X(t), para cada trajetdria imagindria possivel temos que calcular uma amplitude.
E entio todas sio somadas. A integral da acdo afirma que a amplitude de uma trajetéria deve
ser proporcional a €/" (o angulo de fase ¢ S/h, com [ a constante de Planck racionalizada).
A interpretacio da soma das histérias, a integral do caminho ¢ considerada fundamental e a
realidade ¢ vista como uma tnica “classe” indistinguivel de caminhos que compartilham os

mesmos eventos.

Voltando, apds esse breve interludio, ¢ bem conhecido que Sir William Rowen Hamilton
(1805-1865) formulou uma nova abordagem para a Mecanica Classica ou Analitica (GOLDS-
TEIN, 1980; LEMOS, 2007; LANCZOS, 1986; BUCHDAHL, 1993),, ao unificar a Optica
com a Mecinica, em uma tentativa de explicar o comportamento da luz. Nessa abordagem
as equacoes de Hamilton aparecem como uma extensio ao trabalho de Lagrange. Como foi
visto acima, a funcdo lagrangeana, depende das posicoes, das velocidades e do tempo explicita-
mente; onde a quantidade

L(G,%,t)=T—V
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De uma forma mais geral ela pode ser definida de uma forma mais geral que com coor-
denadas podem cartesianas, ou coordenadas polares, ou qualquer outra coisa que possamos
pensar. A notagdo para um sistema geral de coordenadas é q, . Essas coordenadas generalizadas
definem as velocidades generalizadas de tal modo que a funcdo lagrangeana seja definida por

F81

Supondo que as coordenadas de um sistema dindmico abstrato sejam q, . A idéia geral de
uma transformacdo infinitesimal é que ela é uma pequena mudanca das coordenadas, que pode
depender do valor das coordenadas. O deslocamento é parametrizado por um parimetro
infinitesimal &, e tem a forma §q,. A operagio & representa uma variacio de qualquer paré-
metro particular do sistema por uma quantidade infinitesimal distante do valor tomado pelo
parametro. Isso define a chamada variagio § do caminho e §q, sua variacdo virtual, sujeita
apenas a limitagao de que 6q,(t)= 5qj(t), ou seja, conecta duas configuracoes possiveis no
mesmo instante. Portanto q,(t)=x(t) e q,(t)=y(t), entao 6q,(t)= 6x(t) e 6q,(t)= 6y (1),

um pequeno calculo

56, =8 () 2 L s
q; = <E>—E( qi)

Determinando o quanto muda a funcdo lagrangeana quando é realizada uma transformacdo
virtual na posicio e na velocidade

5L(qy ¢ t)—Z(aLc?' Lk )
ql'ql' i aql ql aql ql

As quantldade —— ¢ justamente o momento generalizado conjugado a q,, um conceito que
transcende a 51mples 1dela de momento cartesiana. Portanto as equacdes de Euler- Lagrange

oL dp; oL

P53 a " g,

. dp;
8L(qi,qit) =Z(pl5ql T ——=dq )@6£(ququt) dt(Zn&h)

i

Quando a derivada temporal se anula temos um resultado conservativo. A conservacdo da
energia aparece entao em

dL( . t)_z(@ﬁ__ +6L.)+6L .

L(ququ t) = Z(plql + pidi) % dtZ(plql

A ultima revela um fato interessante, se for definida uma funcio H

Z( YL =% = dH aL
plql dt_ at
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Significa que H varia com o tempo se a funcdo lagrangeana variar explicitamente com o
tempo. Essa funcio a H ¢ a hamiltoniana ou funcio de Hamilton. A partir dessa relacio com
a funcdo lagrangeana determina-se as equacoes candnicas de Hamilton

. 0
pi =— a_qig-[(qi) pi)

) ad
q; = a_pi}[(Qi'pi)

No século XIX os matematicos franceses desenvolveram uma forma matemdtica muito
elegante para a formulacio da Mecanica embora o grau realmente surpreendente de sucesso
nio se tornou aparente até o século XX, quando a Mecinica Quiantica foi descoberta. Quase
parece que a geracio anterior de matematicos era clarividente na maneira como inventou
paralelos exatos dos conceitos quanticos posteriores. Sem especificar uma funcio particular,
seja U(q, p,) tal que qualquer trajetoria real do sistema definira um valor de F que varia ao
longo da trajetoria

du_z(afu_+au_>_z(auaﬂ afua}()
ac ~ £\op, " " 9q; ™) T Li\aq, ap; " om0

Esse resultado é conhecido como paréntesis ou colchete de Poisson. O paréntesis de Poisson de
quaisquer duas funcdes que representem wvaridveis dindmicas, U e V, é definido como

v = (au av oJu 617)
' - 0q;0p; 0p;0q;
Entio
du — v+ ou
dt ot

Se fizer U=q, e depois U=p, quando nao apresentam dependéncia temporal explicita e

paraV =H

dq; dp;
rri {q,H}e rTin {pi, H}

Sao as equagées de Hamilton definidas com os paréntesis de Poisson.

As vantagens tedricas para escrever as equacdes de movimento de uma varidvel dindmica
arbitraria residem no fato que os paréntesis de Poisson sio invariantes mediante as transforma-
coes canodnicas.

Propriedades (LEMOS, 2007; LEECH, 1971).

P1. Anti —simetria

Sejam duas funcdes que representem varidveis dindmicas, U e V

{,v}=-{v,u}
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P2. Linearidade

Sendo U e V duas funcdes, existe uma funcio Q, que representam varidveis dindmicas e
um coeficiente ¢ independente de (q, p)

{U+aQ,V} ={U,V}+0{Q,V}
P3. Dadas as funcoes U, Ve Q

{Uuv, 9} = UV, 9} +{U, 9}V ~ {U,VQ} = {U, V}Q + V{U, 0}

P4. Identidade de Jacobi.

{twy o} +{v. g} U+ {foup v} =0

P5. Seja A um parametro

aqu}—{au14+{u av}
ars Tl &y

Aqui A pode assumir qualquer das variaveis g, p ou t ou um outro pardmetro qualquer.

P6. Paréntesis de Poisson fundamentais
{avq;} = 0; {pp;} = 0; {qup;} = 6

O paréntesis de Poisson tem sua importincia como foi dito acima, na transicio da Mecinica
Classica para a Mecanica Quintica, onde a chamada quantizacdo canénica consiste em asso-
ciar uma varidvel dindamica A= A (q,, q,, .., ; by P, --»b,) que necessita uma especificagio da
ordem das coordenadas g, e p, , na expressao explicita da funcdao A (q,, q,, ..,q; P, D, --sD)-
Na pratica a matriz A tem uma forma polinomial nos p, cujos coeficientes sdo funcio dos q
. A matriz A associada a varidvel dindmica, ¢ considerada como um operador para cada variavel
dindmica. A terminologia empregada ¢ devido a indicacio de que existe uma falha em comu-
tar. Na representacio de Heisenberg um operador A satisfaz

M_1mm+m
dt  in"’

Onde H ¢ o operador hamiltoniano e o comutador é dado por
[A,H] = AH — HA

A comutacdo de dois operadores corresponde ao paréntesis de Poisson cldssico multiplicado
por ih .

[U,V] - in{U,V}
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A Mecanica formulada na linguagem dos paréntesis de Poisson representa o analogo clis-
sico da representacio de Heinseberg. Tal formulacio nio era totalmente conhecida pelos
fisicos do inicio do século XX (apenas alguns matematicos tinham conhecimento, por exem-
plo, David Hilbert e Max Born). O grande avanco foi que Dirac pode escrever as condi-
coes de quantizacio em termos de Dindmica Hamiltoniana Cléssica, usando a equivaléncia
da diferenca dos produtos de Heisenberg para colchetes de Poisson. H4 outra caracteristica
fundamental da abordagem de Dirac. Observe que o procedimento incorpora a Mecanica
Quintica no proprio coracio da dindmica hamiltoniana. Assim como Heisenberg apreciou
ter aplicado conceitos qudnticos ao préprio espaco, Dirac fez a mesma coisa tratando o momento
e as coordenadas espaciais no mesmo pé e introduzindo a condicdo de quantizacdo de Bohr nos
fundamentos da mecinica hamiltoniana.

Sejam duas funcoes que representem dois simbolos de medicio, X e Y, o comutador

[X,Y] = XY —YX

O anticomutador é

[X,Y]" = XY +YX

Entio, se [X,Y] =0, [X,Y]*= 2 XY ou 2YX. Nesse caso, pode ser considerado V2[X,Y]*como
um produto simetrizado de X e Y. Como consequéncia imediata vale a identidade

1
XY = (XY +5.[xY]

N| =

Como todos sabem, como foi bem discutido na primeira parte deste artigo, o resultado
de uma medicdo ¢ um ntimero. Devemos ter niimeros bem como simbolos abstratos de medicdo
nesta Algebra, as definicoes obvias dos nimeros basicos um e zero so:

simbolo
1 |aa|—|aa| e 0 .laq= 0
& %] = Yl g, i =
numero numero
Dessa forma, valem os produtos

|aia;||axacl = la;a,| = 1.]a;a,] & a; = a,
TR 0.|aia,g|=0(=)aj¢ak
Portanto

loag=a

|aiaj||akag| = 4. (aj,ak)laiagl com§. (aj, ak) = {0 o # a

Observe outro fato,

1. |aiaj| + 1. |al-aj| = (1 + 1)|al-aj|
1. |aiaj| + 1. |al-aj| = 2. |al-aj|
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2.3 Vetores de Estado e representacao de Dirac.

O conceito de estado de um sistema quantico foi estabelecido no paragrafo anterior,
entdo pensando um pouco mais sobre o que significa a operacio |ai,aj|, no experimento de
Stern e Gerlach, onde apenas uma particula identificada com o valor a, da propriedade A,
um breve a, permite uma leitura

para esquerda / direita,

o1 [Ie]

ou para baixo / paracima

t

ou ainda horicontal / vertical)

- 3
sim nao
0 1

O resultado na saida ¢ uma particula a,. E como se a particula em principio a, fosse des-
truida e em seu lugar fosse criada uma particula a.

Este ¢ um processo mental de duas etapas que ¢ indistinguivel do mundo real. Sugere a
possibilidade de representar o estado de spin de um dtomo de prata no experimento, por um
tipo de vetor em um nowo tipo de espaco vetorial bidimensional, um espaco wvetorial abstrato que nio
deve ser confundido com o espaco bidimensional usual.

Com base nos principios gerais da Mecanica Quéntica, a propriedade A sera medida com
o valor a, quando entra no equipamento; e como resultado na saida sera a. Paul A. M. Dirac
(DIRAC, 1939) desenvolveu uma notacio padrido para representar os estados quanticos para
tais processos, também ¢ utilizada para denotar vetores e funcionais lineares abstratos na
Matematica. A notacio associa a cada estado dindmico um certo tipo de vetor denominado
vetor ket e representado pelo simbolo |>. Assim por exemplo o ket u é representado pelo
simbolo |u>. Os kets formam um espaco vetorial linear em infinitas dimensdes (Espaco de Hilbert,
uma denominacio dada apés David Hilbert, em sua publicacio de 1912, generalizar a nocio
de Espaco Euclidiano; ele estendeu os métodos da Algebra Vetorial e Calculo do Espaco Tri-
dimensional para espacos com qualquer numero de dimensdes ( BOURBAKI, 2003 e 1967);
portanto qualquer combinacio linear de kets tem como resultado um vetor ket. O estado fisico
por exemplo no experimento SG usando dtomos de prata é representado por

lu) = alu) + Bluz)

A soma é um ket.

Também ¢ conhecido da Algebra Linear, que podemos associar ao espaco vetorial um
espaco vetorial dual. Dessa forma qualquer funcio linear dos kets possui uma propriedade de
superposicio caracteristica dos vetores que consequentemente ¢ denominada vetor bra repre-
sentado pelo simbolo <|. Assim uma funcio qualquer f (Ju>) define o bra <f|. O valor que
a funcio toma para um ket |u> particular é um niimero complexo em geral que € representado
pelo simbolo <f | u>.
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Entio pode-se assim representar a ideia discutida simbolizada como

aj entra
e sai aj
—_———
laia;| = la;)a]
‘v—_—’
a;destruido
ajcriado

Isso representa um passo a frente, um produto de dois simbolos de um novo tipo. O pro-
duto ¢ conhecido como o produto externo, sendo considerado como um operador; portanto, é
fundamentalmente diferente do produto interno , que é apenas um ntimero. Um operador
deve atuar a esquerda de um ket ou a direita de um bra.

Axioma 4. Propriedade Associativa.

Dado o operador e o ket vale a associatividade:

(lai)(ajl)- lag) = |ai)((aj|ak))

Se houver compatibilidade das propriedades algébricas apreendidas com a simbologia |a,
a| com a simbologia de Dirac, entio ficara confirmada a validade da dlgebra do processo
experimental; assim

|ai>(aj|ak)<a€| = d(ajrak)laixa{’l = (ajlak>
Portanto,
(aj]ax) = 6(a), ax)

O significado fisico ¢ consistente desde que se considere que a, represente a situacio final
e a, a situacao inicial

a; = a; : Sim,representado por 1

(aj|ak) = {ai # a; : Nao, representado por 0

Agora, de forma mais geral relativo ao experimento de SG, primeiro medimos alguma
propriedade A e selecionamos o resultado particular a, que simbolizamos pela criacio de uma
particula a, indicando . Sequencialmente ¢ realizada uma outra medi¢ao B (sem especifica-
cio) e simbolizado por M() de tal modo que Na etapa final ocorre a aniquilacio (deteccio)
de a, = a produzindo um ntimero que ¢ uma probabilidade

P(a;, M(B)) = (a;|M(B)|a;)

Podem ser considerados trés tipos de medicdo:

12) a medida B que seleciona b
M(B) = |bpXbm| = P(a;, |bpm, by |) = P(a;, b)) = {a;|bp )b la;)
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22) a medida B que seleciona qualquerb_oub_ondeb #b_
?(ai: bpou bn) = (ailbm><bm|ai) + (ailbn>(bn|ai> = :P(ai' bm) + :P(air bn)

32) a medida B que seleciona todo b_ sem influencia
MB) = ) Ibn)bnl = 1
m

Plas 1) = ) (@lbp)bmlas) = (@l tla) = Y Playby) = 1

Entio ¢ verdade que a medicdo menos especifica que selecionab_oub , que tem ambos os
atomos feixe transmitido, tem um resultado com a maior probabilidade:

:P(ai:bm) + ?(ail bn)

Esse ¢ o resultado da medicdo menos especifica e que tem a maior probabilidade Xm P (as bm) = 1.

No caso da medida B, quando ela for apenas A, supondo também que b_= a,

1= a; =aj
P(aya;) = {0 PN a; + aj, = &(a;, ;)

Realmente,
2
(aila;Naj|a;) = [6(as a))]” = 6(ai @)

Que tipo de nimeros sdo os tal que esta neste intervalo e nio é um nimero negativo ou
complexo. Existem duas possibilidades:

i) (ailbm) ERe (ailbm) = (bmlai) P(ai' bm) = [(ailbm)]z =0

Automaticamente, P (a;, by,) < 1 desde que a soma de todas as probabilidades ndo negati-
vas seja igual a 1. Na verdade, um esquema apenas com nuimeros reais, no qual nio existe
numero ao quadrado igual a -1, ndo funciona.

i) (ailbm) € Ce (bmla;) = (ailbm)* = P(aj, bm) = [{a;|bm)]* = 0

A construcio de probabilidades como quadrados absolutos fornece um nome para os
numeros complexos {@i|bm): amplitude de probabilidade. Representa, portanto, a amplitude de
probabilidade de ir de um estado qualquer para outro. E facil verificar que se operador X ¢ dado
por|xl-)(xj lentao seu conjugado

X = xe)x| = X7 = |x 0]
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Devido ao Axioma 4
((le)(Xlxi)) = ((lex)(lxi>) = (lexlxi)

Portanto, para o operador hermitiano X

(xj1X1x;) = (21X |x;)

Teorema 6

Os autovalores de um operador X hermitiano sio reais, os autokets de X correspondentes
aos diferentes autovalores sdo ortogonais.

Seja
X|x1) = x1|x1)

Por hipoétese,gott X é hermitiano, entao

(x2]X = x3(x;]|
Aqui x,. x,, x,,...s30 0s autovalores de X. Multiplicando a primeira por a esquerda
(22| X121) = (g1 |x1)
Multiplicando a segunda por a direita e subtraindo
(x2|X[x1) = x3(x2]x1)

(2|1 |1} = x3¢x2[21) = x1(x2121) — 25(x2|x1) = (1 — x3)(x20x1) = 0
Os valores x, e x, podem ser iguais ou diferentes. Supondo que sio diferentes

(2, —x3) = (% — x2)
Nio sdo nulos, entio

(x2]x1) =0

O que prova a ortogonalidade. O teorema garante a realidade dos autovalores sempre que
o operador for hermitiano.

Em relacio a medicdo, ¢ fato que sempre faz com que o sistema salte para um estado
proprio da variavel dindmica que esta sendo medida. Isso significa que antes que uma medicdo
do observdvel A seja feita, o sistema ¢ assumido como representado por alguma combinacio

) = 2 calar) = z la;) {ala)

1

linear dos kets

190



SISTEMATIZAGAO DA ALGEBRA DOS PROCESSOS DE MEDICAO

Quando a medicdo ¢ realizada, o sistema assume um dos autoestados do observdvel A, por
exemplo |a,), ou seja

medida de A
~
oy = a)

E instrutivo considerar o caso da particula com spin S como na experiéncia de SG, re-
presentando na base ket |S, +) ou [S, -) por exemplo, quando um dtomo de prata com uma
orientacio de spin arbitrdria mudara para qualquer S. Portanto, uma medicdo geralmente muda
o estado (como mostrado nos paragrafos anteriores). A nica excecio ¢ quando o estado ja esta
em um dos autoestados do observdvel sendo medido, caso em que

medida de A
~
la;) - la;)

Quando a medicio faz com que |@)mude para |a), dizse que A ¢ medido como a. E
nesse sentido que o resultado de uma medicdo produz um dos autovalores do observdvel sendo
medido.

O estado de um sistema fisico antes da medicdo, nio permite saber com antecedéncia em
qual dos vérios |a,) o sistema sera definird como resultado da medi¢do, dado por

@) =) calad = )l (@la)

l l

No entanto, a probabilidade ou mais corretamente, a amplitude de probabilidade, de saltar
para algum |a,) em particular ¢ dada por

P(la:)) = Klay|a)l?

Embora o comentario seja sobre um tnico sistema fisico, para determinar essa amplitude
de probabilidade empiricamente, deve-se considerar um grande niimero de medicées realizadas
em um conjunto; isto ¢, uma colecio de sistemas fisicos preparados de forma idéntica, todos
caracterizados pelo mesmo ket |a).

A interpretagio da amplitude de probabilidade para o quadrado do produto interno ({ a,
|a ))? ¢ uma postulacio fundamental da Mecanica Quantica. Refletindo sobre isso para um
caso extremo, onde um suposto estado ket |a,) resultado da medicdo para ser igual a 1, que é
justamente esperado. Realizando novamente a medicdo de A, ¢ obtida claro, apenas |a,); pois
as medicdes repetidas e sucessivas do mesmo observdvel produzem o mesmo resultado. Se, por
outro lado, estamos interessados amplitude de probabilidade do sistema inicialmente caracte-
rizado por |a,) assumir algum outro autoket |aj) com a, # a, entdo a amplitude de probabilidade
se anula devido a ortogonalidade entre os kets.

Do ponto de vista da teoria da medicdo, kets ortogonais correspondem mutuamente a alter-
nativas exclusivas como por exemplo no caso dos spins, se o sistema estd em |S, +) certamente
ndo estara em |S, -). Além disso, as probabilidades para as varias possibilidades alternativas
devem totalizar a unidade. Ambas as expectativas sio atendidas pela amplitude de probabilidade

para P(|a)).

O wvalor esperado (ndo ¢ autovalor) do observdvel A tomado em relacio ao estado |a)
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(4) = (alA|a)

Para ter certeza de que estamos nos referindo ao estado |a), pode-se usar uma a notacio
(A), para simplificar; mas (A) =(a|A|a) ¢ uma defini¢do; no entanto, concorda com a nogao
intuitiva de valor médio medido porque pode ser escrita como

probabilidade
de obter a;
2
W=>" a Hala
i valor
medido

Para esclarecer ainda mais o significado das medigdes na Mecanica Qudntica, usa-se a nocao
de uma medicdo seletiva, ou filtro. No paragrafo I11.1 foi considerado o arranjo do experimento
de SG. Esse experimento permite o uso de um bloqueio para um dos componentes e dessa
forma apenas um dos componentes de spin sai do aparelho, como na figurinha

|ai >
o> Medicédo de
A
lai> com a; #a
Medida seletiva

Matematicamente, podemos dizer que tal medida seletiva equivale a aplicar o operador
|a)(a,| sobre |a), ou seja |a )(a,|a).
Entio, é possivel apresentar algumas conclusdes essenciais:

i) A propriedade de composicio das funcoes transformacio e sua interpretacio em am-
plitudes de probabilidade implicam que a dlgebra de mediciao pode ser realizada como um
conjunto de operadores lineares em um espaco complexo com métrica hermitiana.

ii) Com cada estado maximalmente filtrado (isto ¢, puro) é caracterizado pelos niimeros
quénticos, a, , associado associar um vetor ket [a,) e um vetor dual bra (a,, onde o con-
junto {|a)} ¢ uma base ortonormal do espago vetorial e {(a |} ¢ uma base ortonormal do
espaco vetorial dual.

iii) A medicdo ¢ um operador projecdo |a,)(a | sobre o estado |@), sendo operador hermitiano
correspondendo ao observdvel A, onde |a,) ¢ o autoket de A cujo autovalor é a..

iv) Somente operadores hermitianos com um conjunto completo de autokets podem ser
candidatos a observduveis.

v) A algebra dos observaveis e o produto escalar entre estados (as probabilidades) sio inva-
riantes sob transformacdes unitérias (uma afirmacdo aqui feita sem demonstrar) e como
consequéncia operadores unitdrios formam um grupo.

vi) Como qualquer ket pode ser definido a partir de outro por uma combinacdo linear de
simbolos de medicdo, todos os kets devem ter significado fisico, ou seja, corresponder aos

estados fisicos (GOTTFRIED, 2018,p.302, 2018).
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3. CONCLUSAO

Em uma extensio muito maior do que normalmente percebemos, nossa imagem da Fisi-
ca e da medicdo estd condicionada pelos textos cientificos. Na Fisica principalmente, mas tam-
bém bem em todas as outras dreas da Ciéncia, a discordancia sobre os fundamentos é, como a
busca por inovacées bdsicas, reservada para os periodos de crise. O estudo dos procedimentos
de confirmacio da maneira como sdo praticados ¢, portanto, frequentemente, o estudo do
que os cientistas irdo ou nio desistir para obter outras vantagens particulares. Ao fazer isso,
percebeu-se que os processos quinticos relativos a natureza da matéria sio radicalmente di-
ferentes daqueles associados as teorias cldssicas previamente existente. No entanto, apesar
dessa diferenca extrema, foi possivel a primeira vista concluir que os resultados cléssicos sio
meramente uma forma limitante dos resultados quénticos, ou em outras palavras, que os
conceitos classicos sio logicamente um caso especial dos conceitos quanticos.

Foi investigada essa relacio entre os conceitos classicos e quanticos mais detalhadamente,
a fim de mostrar que a fundamentacio quintica em sua forma atual realmente pressupoe a
correcdo dos conceitos classicos; portanto os conceitos classicos nio podem ser considerados
formas limitantes dos conceitos quanticos, mas, em vez disso, devem ser combinados com os
conceitos quinticos de modo a permitir uma descricio completa, de forma que um comple-
mente o outro.

Entio ¢ a partir da medicdo que adquirimos as descricdes completas sobre um estado ou
fendmeno (objeto de medicio) no mundo ao nosso redor. Isso significa que uma medicdo
deve ser descritiva em relacdo ao estado ou objeto que estamos medindo: deve haver uma
relacio entre o objeto de medicio e o resultado da medicdo. A descritividade ¢ um aspecto
necessario, mas ndo o suficiente da medicdo: quando alguém 1é um livro, retine informacoes,
mas ndo realiza uma medicdo. A medicdo ¢, e deve ser, objetiva. O resultado da medicdo deve
ser independente do observador arbitrario.

O artigo procurou entdo mostrar uma tentativa de formular claramente como as medidas
fisicas surgem do processo experimental evidenciando o contexto de aplicabilidade mate-
matica na Ciéncia, a partir da algebrizacio do procedimento de medicdo, descrevendo uma
estrutura matemdtica sobre quantidades ndo-evasivas que por um lado, tem interpretacio fisica
direta e, por outro é tio forte que suporta um resultado a que corresponde, estudando sua
manipulacio formal como um ramo da Matematica. Dessa forma o objetivo do artigo foi
descreve como sdo feitas as correspondéncias entre o formalismo matematico e os resultados
de medicdes especificas tanto a nivel macroscopico quanto a nivel microscopico.

Macroscopicamente, ha pouca confusio sobre como ¢ feita a correspondéncia entre o
formalismo matemdtico usado para descrever sistemas e as medicdes que sio realizadas sobre esses
sistemas. Microscopicamente, a formulacio mais detalhada aparece na Mecinica Quantica
devendo satisfazer o requisito de consisténcia necesséaria na descricio das interacdes que cons-
tituem os processos de medicdo, reproduzindo as caracterizacdes simbolicas que surgiram neste
estagio elementar. Essas consideracoes fazem referéncia explicita ao fato de que toda medicdo
de fenomenos atémicos envolve, em ultima andlise, a ampliacdo dos efeitos microscépicos ao nivel
da observacdao macroscépica.

Acredito que o artigo' fornece dessa forma uma possivel maneira para a apresentacio da
tematica ligada aos processos de medicio e construgdo das grandezas envolvidas.
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ABSTRACT

All of the sciences physical, biological, and social have a need for quantitative measurement.
The article seeks to establish the formal foundations for measurement, justifying the assign-
ment of numbers to objects in terms of their structural correspondence. The fundamental
idea is that measurements are not the same as the attribute being measured. The measure-
ment shows that strong assumptions are required to provide meaningful information about
reality and encourages people to think about the meaning of their data. It encourages criti-
cal assessment of the assumptions behind the analysis. It encourages responsible real-world
data analysis. Mathematical statistics is concerned with the connection between inference
and data. The measurement concerned with the connection between data and reality and
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pointing to some aspects related to the process of algebrization” in order to approach its
elaboration context in more detail

KEYWORDS:
experiment and measurement, measurement theory, physical quantity, macroscopic and mi-
croscopic measurement algebra, observable, measuring instruments.

NOTAS

! Medigdo ¢ o processo de obtencio experimental de um ou mais valores que podem ser razoavelmente atribuidos a
uma grandeza. A medicdo ndo se apﬁca a propriedades qualitativas. A meﬂigdo implica na comparacio de grandezas
e eng%oba contagem de entidades. Portanto a medicdo pressupde uma descricio da grandeza que seja compativel
com o uso pretendido de um resultado de medicdo, de um procedimento de medicdo e de um sistema de medicdo
calibrado que opera de acordo com um procedimento de medicio especificado, incluindo as condicdes de

medigdo, in JCGM 100:2008.

? Propriedade de um fendmeno, de um corpo ou de uma substincia que pode ser expressa quantitativamente sob
a fgrma de um numero e de uma referéncia. O conceito genérico de grandeza pode ser dividido em vérios niveis
de conceitos especificos. Uma grandeza é um escalar. Entretanto, um vetor ou um tensor cujas componentes sao
grandezas, sdo também considerados como grandeza conforme VIM, 2012.

> von HELMHOLTZ, 1887; para uma traducio von HELMHOLTZ, 1977; DARRIGOL, 2003.

* Essa ideia provisoria de medigdo surgiu como o processo de atribuicio de niimeros para representar propriedades
(cor do cabelo); mas ¢ possivel perceber que nimero aqui é usado indiferentemente para o que seria mais
correto, o numeral.

5 Bureau International de Poids et Mesures e no Brasil, o INMETRO.

¢ As condicdes de funcionamento de referéncia ou prescrita servem para avaliar o desempenho do instrumento de
medicio, no qual a incerteza na medida especifica é a menor possivel, in [IEC60050-300.

7 E originario do indu- europeu me — mes, menso, mesura e as conhecidas palavras: medida, mensurar, etc. A
palavra medida por sua vez ¢ origindria do hebraico midd, assim se algo esta medido, teremos medud e se temos
um medidor, teremos um moded (Exodo 36,15; Is 40,12; Ez 42,16). A semelhanca das linguas hindu- européias
e 0 hebraico ¢ puramente casual, mas nada impede a existéncia de uma influéncia provocada por dominacoes
e atividade comercial.

8O conceito de niimero é o de niimero inteiro.
? Criacio de uma ocorréncia ou evento.

10 Maxwell(1954) apresenta a seguinte definicio: Toda expressdo de uma quantidade (grandeza) consiste de dois fatores
ou componentes. Um desses é o nome de certa quantidade conhecida da mesma espécie, como a quantidade a ser expressa,
que ¢ tomada como padrdo de referéncia. O outro componente é o niimero de vezes que o padrdo deve ser tomado afim
de compensar a quantidade necessdria. A quantidade padrdo é tecnicamente chamada de unidade e o niimero é o valor
numérico da quantidade.

' A medida ou medicdo é o processo de obtencio experimental de um ou mais valores que podem ser razoavelmente
atribuidos a uma grandeza ou ainda, a medicdo implica na comparacio de grandezas e engloba a contagem de
entidades, pressupondo a descricio da grandeza compativel com o uso pretendido de um resultado da medicdo,
operando de acordo com um procedimento especifico incluindo as condicdes arbitrarias.

12 Sistema de unidades, baseado num dado sistema de grandezas, em gue a unidade de medida para cada grandeza
derivada ¢ uma unidade derivada coerente. Exemplo: Conjunto de unidades SI coerentes e as relacdes entre

elas (VIM 2012).
B3 NIST: National Institute of Standards and Technology.

4 A ideia ¢ andloga ao caso dos condutores elétricos, conhecido como poder das pontas, uma propriedade dos
condutores de concentrar cargas elétricas em suas extremidades pontiagudas, o que provoca aumento da
intensidade do campo elétrico.

5O leitor interessado podera aprofundar o assunto e até mesmo completé-lo, consultando principalmente o
excelente texto do criador da dlgebra dos processos de medida microscopicos Julian Schwinger SCHWINGER,
2001 e 2000) e os artigos do mesmo autor aqui citados; os textos de Hermann von Helmholtz (HELMHOLTZ,
1930); Paul Adrien Maurice Dirac (DIRAC, 1981); Jun John Sakurai (SAKURAI, 1994); Richard P. Feynman
(FEYNMAN, 1989); Kurt Gottfried (GOTTFRIED, 2018); Phillip James E Peebles (PEEBLES, 1992); Karel
Berka (BERKA, 1983); Mario Bunge (BUNGE, 1973 ¢ BUNGE, 1871); Paul Bridgman (BRIDGMAN, 1958) e
Robert D. Luce, Patrick Suppes e David H Krantz (LUCE, SUPPES e KRANTZ, 2007) entre outros.
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