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RESUMO
Um cientista que está familiarizado com outras teorias físicas nas quais 
os símbolos com os quais lida são dotados de um significado experimen-
tal direto deve ter muito cuidado e paciência no estudo da Relativida-
de Geral. No início lógico da Teoria da Relatividade, encontramos, em 
vez disso, apenas dois conceitos elementares: a ideia de coincidências no 
espaço-tempo (eventos) e o tempo próprio; isso é tudo que existe em nosso 
equipamento para a longa jornada do completo entendimento da Gravi-
tação. Todas as outras grandezas físicas, distância, ângulo, energia etc, têm 
apenas um significado secundário e devem ser construídas, se possível, a 
partir dos dois conceitos fundamentais; portanto, uma teoria completa 
de medições é necessária. O Princípio da Equivalência historicamente de-
sempenhou um papel importante no desenvolvimento da Teoria da Gra-
vitação. Isaac Newton considerou este princípio como tal, a pedra angular 
da Mecânica que ele dedicou ao parágrafo inicial dos Principia [Newton, 
2002], afirmando na Definição I: esta quantidade que Eu quero dizer daqui 
em diante em todos os lugares sob o nome de ... massa ... é conhecido pelo peso ... 
pois é proporcional ao peso, como descobri em experimentos com pêndulos, feito 
com muita precisão .... Em 1907, Einstein usou o princípio como elemento 
fundamental da Relatividade Geral. 
Em 2014, este projeto foi proposto a uma equipe de alunos de IC envol-
vendo esse teste experimental clássico da Teoria da Relatividade Geral de 
Einstein, conhecido como Experimento de Galileu para o Princípio da Equi-
valência Fraco e teve a finalidade de determinar o coeficiente de Eötvos, um 
parâmetro experimental relevante na determinação das variações da razão 
entre a massa inercial e a massa gravitacional, um fundamento não da gravida-
de newtoniana ou da Relatividade Geral, mas da ideia mais ampla de que 
o espaço-tempo é curvo.

PALAVRAS –CHAVE
Experimento de Galileu. Princípio da Equivalência Fraco. massa inercial 
e a massa gravitacional. Coeficiente de Eötvos.
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1.

Em 2014, dois estudantes (EM) bolsistas ICEM-CNPq do Instituto de Pesquisas 
Científicas e o primeiro estudante do programa Caça Talentos do curso de Licen-
ciatura em Matemática, da Universidade Católica de Santos, desenvolveram um 
projeto envolvendo as áreas de Relatividade e Gravitação, Metrologia, Instrumen-

tação e Técnicas Gerais de Laboratório. O objetivo do projeto foi introduzir os estudantes 
nas bases do desenvolvimento histórico da Teoria da Relatividade Geral, envolvendo a veri-
ficação experimental clássica conhecida como Experimento de Galileu para o Princípio da Equiv-
alência Fraco (Apolinário da Silva, Souza Silva e Ponce Silva, 2014, 2015) e teve a finalidade de 
determinar o coeficiente de Eötvos, um parâmetro experimental relevante na determinação 
das variações da razão entre a massa inercial e a massa gravitacional igualdade que é a susten-
tação entre efeitos gravitacionais e inerciais, portanto entre a inércia e a gravitação dando 
sustentação ao Princípio da Equivalência, que fundamentou a Teoria da Relatividade Geral 
de Einstein. Para tanto optou- se pela construção de dois pêndulos não clássicos, mas de 
formato cilíndricos (ôcos), um de Cu (cobre) e outro de Al (alumínio) para avaliar qual o 
nível de credibilidade desse tipo de montagem para a determinação do coeficiente de Eötvös 
correspondente, cuja tarefa experimental consistiu em determinar as possíveis variações da 
relação entre a massa inercial e a massa gravitacional para diferentes corpos.

A proposta procurou dar continuidade e contribuir para o debate sobre o ensino de Fí-
sica Moderna no Ensino Médio, e deu prosseguimento a um projeto desenvolvido em 2004 
por Maria Josineide Cunha (Cunha, 2004) que discutiu uma estratégia de ensino e atualiza-
ção de professores de Física. Retomar o projeto é completar a fundamentação teórica, a qual 
foi suprimida do trabalho dos estudantes, devido as dificuldades matemáticas inerentes.

A Teoria da Relatividade de Einstein inicia a partir da elaboração do Princípio da Equiva-
lência. Esse princípio representa o fundamento da teoria em que os privilegiados referenciais 
galileanos e newtonianos, ou seja, aqueles definidos a partir do princípio da Relatividade de 
Galileu e as incompatibilidades entre a Teoria da Gravitação Universal de Isaac Newton e 
a Teoria da Relatividade Restrita, adequadamente generalizado, chamado por Einstein de 
hipótese de equivalência física completa.

Então, este artigo, tem como objetivo fazer um fechamento do projeto analisando o 
problema que surgiu com a primeira definição newtoniana nos Principia (Newton, 1999; 
Newton, 2002). Procura chamar a atenção também para a importância de sua inserção no en-
sino de Física definitivamente e a necessidade dos professores de qualquer nível envolverem 
seus alunos. É recomendável a leitura dos excelentes artigos de Otávio Castellani (Castellani, 
2001), R. Machado (Machado, Tort e Zarro, 2021) e de Bruto Max Pimentel Escobar (Aceve-
do, Morais, e Pimentel, 2019).

Não há desculpas para não inserir os temas de Física Moderna na programação do ensino 
Médio e Superior, em que o componente curricular de Física está presente. Estou me referin-
do sobre a necessidade da Teoria da Relatividade e a Mecânica Quântica não poderem estar 
ausentes da formação básica e o desenvolvimento desses projetos e esta complementação 
foi a melhor forma de introduzir os estudantes curiosos com o mundo maravilhoso de uma 
das teorias mais belas desenvolvidas pelo gênero humano apesar da resistência das escolas, 
embora existam bases para mudanças curriculares há muito tempo (Ostermann e Cavalcanti, 
1999; Ostermann e Moreira, 1999; Ostermann e Moreira, 2000), além de uma infinidades 
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de trabalhos envolvendo a construção de materiais didáticos, projetos de formação de professores 
que se propõe fornecer a estrutura para a reconstrução curricular trazendo aos alunos a Física 
do séc. XX. 

2.
As leis físicas são geralmente estabelecidas em relação a algum referencial, o que permite 

que grandezas físicas como velocidade, aceleração, etc., sejam definidas. Preferidos entre os 
referenciais são os rígidos, e preferidos entre eles os inerciais. O termo referencial foi cunha-
do no séc. XIX, mas tem uma longa pré-história, começando, talvez, com o surgimento da 
Teoria Copernicana. O ponto significativo não foi a substituição da Terra pelo Sol como o 
centro de todo o movimento no universo, mas o reconhecimento da Terra e do Sol como 
meros pontos de vista possíveis a partir dos quais os movimentos dos corpos celestes podem 
ser descritos.

O estudo de Galileu Galilei e Isaac Newton se aplicam a esses referenciais especiais. Com 
base nisso, o conceito de Relatividade do Movimento, a constância da aceleração na queda 
livre, bem como a sugestão da igualdade do que no presente é denominado de massa inercial 
e massa gravitacional foram estabelecidos por Galileu Galilei (1564- 1642). Os conceitos são 
apresentados, não como costumeiramente aparece em muitos manuais de Física; aparecem 
na forma de diálogos (ao estilo platônico) entre dois personagens: Salviati (que representa o 
próprio Galileu), Sagredo e o filósofo peripatético Simplício. Aparecem na Terceira e Quarta 
Jornadas de sua obra publicada em 1638, Discorsi e Dimostrazioni Matematiche, intorno a due 
nuove scienze (Galileu, 1988) a partir de princípios e teoremas. Qualquer referencial inercial (ou 
referencial galileano) deve se mover uniformemente (isto é, com velocidade vetorial constante 
e sem rotação) em relação a qualquer outro referencial. Posteriormente foi possível verificar 
que as Leis de Newton são invariantes em relação a esses referenciais; mas não o são em relação 
a referenciais em movimento relativo não uniforme; ou seja, não seriam satisfeitas em ambos os 
referenciais. Consequentemente, a classe dos referenciais inerciais consiste precisamente no re-
ferencial básico formado pelo Sol e estrelas fixas, mais todos os outros referenciais imaginários 
movendo-se uniformemente em relação àquele. Empiricamente, o referencial das estrelas fixas 
foi por muito tempo reconhecido como inercial com considerável precisão e foi considerado 
o referencial básico para as leis de Newton. Hoje, sabendo que nossa galáxia gira e o Universo 
se expande, podemos substituir as estrelas fixas por aquela estrutura rígida na qual todas as 
outras galáxias parecem retroceder radialmente, ou seja, a estrutura que é simétrica em relação 
para o universo distante. Quando falamos da moldura das estrelas fixas, devemos realmente nos 
referir a esta última.

As Leis de Newton como afirmado antes, são válidas em todos os sistemas inerciais. Na 
Mecânica Racional de Newton, todos esses referenciais inerciais têm extensão espacial e temporal 
infinita, ou seja, x, y, z, t variam de menos a mais infinito. Associados a dois sistemas cartesia-
nos ortogonais, S (x, y, z, t) e S’(x’, y’, z’, t’) numa configuração padrão
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Para comparar as coordenadas x de um evento em S e S’, imagine uma régua disposta ao 
longo do eixo x comum, conforme mostrado na fig.1, a régua pode se mover em relação a S 
e S’. Como para Galileu e Newton o tempo era absoluto, os observadores em repouso em S 
e S’, respectivamente, irão registrar sempre a concordância do instante em que um evento 
acontece, ou seja t=t’. Nota-se pela descrição da figura que os eventos sempre concordam para 
y e z (que na figura está oculto). Então, também y=y’ e z=z’’. Mas entre x e x’ essa coincidência 
não ocorre, as medidas serão 

Segue então que as transformações entre S e S’, são

É facilmente verificável que as Leis de Newton são válidas, ou seja  �⃗�𝐹 = �⃗�𝐹′ . A aceleração 
aparece como absoluta, ou seja, invariante e nessa caso ela é medida com o mesmo valor para 
observadores em S e S’. Tanto Newton como Galileu ilustram a situação usando o famoso e 
familiar exemplo do navio, no qual podem ocorrer todos os movimentos e todos os aconte-
cimentos mecânicos, estando ele em repouso ou em movimento uniforme. Essa propriedade da 
Mecânica newtoniana é denominada de Relatividade newtoniana (ou galileana).

Mas é bom refletir um pouco sobre essa situação. A força �⃗�𝐹 = �⃗�𝐹′  não é sempre medida a partir 
da aceleração produzida como mostra a Lei II de Newton. Faço aqui uma observação, creio 
que importante, pois na verdade Isaac Newton nunca estabeleceu matematicamente a Lei 
ou Axioma II do Movimento como um algoritmo das fluxões, na forma conhecida por qual-
quer estudante de Ensino Médio. A Lei ou Axioma II do Movimento afirma apenas que   x 
variação da quiantidade de movimento ocorrida num intervalo de tempo ∆t. A primeira pessoa 
a apresentar a forma equacionada conhecida atualmente parece ter sido Jacob Hermann 
(1678 – 1733), um matemático e ex- aluno de Jacob Bernoulli, que trabalhava com Mecânica 
Clássica. Ela aparece em seu livro Phoronomia, sive De viribus et motibus corporum solidorum et 
fluidorum libri duo em 1716 [Hermann, 2018] onde escreve

 

  (2.1)   𝑋𝑋1𝑋𝑋3 = 𝑋𝑋1𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋2𝑋𝑋3 ⟺ 𝑥𝑥 = 𝑂𝑂𝑂𝑂′ + 𝑥𝑥′ 

𝑥𝑥′ = 𝑥𝑥 − 𝑂𝑂𝑂𝑂′ ⟹ 𝑥𝑥′ = 𝑥𝑥 − 𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

(2.2)    {
𝑥𝑥′ = 𝑥𝑥 − 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦
𝑧𝑧′ = 𝑧𝑧
𝑣𝑣′ = 𝑣𝑣

⟺ {
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥′ + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦′

𝑧𝑧 = 𝑧𝑧′

𝑣𝑣 = 𝑣𝑣′

 

 

�⃗�𝐹 = �⃗�𝐹′ 
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Visto que Newton distingue claramente entre Definições e Axiomas (ou Leis do Movi-
mento), é óbvio que o Axioma II do Movimento não foi concebido por Newton como uma 
definição de força, embora às vezes seja interpretada como tal por escritores modernos sobre 
os Fundamentos da Mecânica. Nem pretendia ser apenas a declaração de um método de 
medição de força. Força, para Newton, era um conceito dado a priori, intuitivamente e, em 
última instância, em analogia ao esforço muscular humano [Jammer, 2011]. A expressão, 
segundo a tradição de Hermann,  �⃗�𝐹 = 𝑚𝑚�⃗�𝑎   , apresenta uma forma interessante de medida do 
coeficiente de inércia do corpo representado por m, também denominada de massa inercial m

i
. 

Imaginando por exemplo um corpo suspenso por uma mola ou cordão elástico, a força de 
atração gravitacional é oposta à força de restauração da mola ou elástico. Se o corpo está em 
repouso, não é conveniente medir a força elástica em termos de uma aceleração. As forças 
atuantes são

Na mecânica newtoniana, a equação                é estendida a todos os tipos de forças; por 
exemplo, assume-se que a força devida à atração gravitacional, conforme a Proposição 75 –
Teorema 35, Livro I dos Principia é

O resultado final é o que denominados peso do corpo. Aqui G é uma constante universal, 
a constante gravitacional, d é a distância de separação entre as massas m e M, onde M é a 
massa gravitacional ativa, salientando que a massa M e campo gravitacional não podem ser 
separados, o campo é inerente a massa e a massa é inerente ao campo, é ativa por ser a causa da 
perturbação gravitacional; m é a massa gravitacional passiva (Dicke; Krotkov and Roll, 1964) 
Devido a simetria da Lei da Gravitação não existe nenhuma diferença essencial entre a massa 
gravitacional ativa e a passiva. É invariante da mesma forma, assume-se que as forças elásticas 
também são invariantes. Como foi visto a aceleração é invariante, logo a equação força igual a 
massa vezes aceleração pode ser usada em qualquer referencial inercial, e sob essas condições 
o Axioma II de Newton é invariante sob uma transformação Galileana.

A partir dessas considerações, aplicando o Axioma II e a Lei da Gravitação dada pela eq. 
(2.4) para o caso de um corpo em queda- livre próximo a superfície da Terra

A massa m
g
 é medida em função da massa ativa M

g

�⃗�𝐹 = �⃗�𝐹′ 

  (2.3)    𝐺𝐺 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚⏟
𝑑𝑑𝑑𝑑

: 𝑚𝑚𝑑𝑑 

 

 

  (2.4)     �⃗�𝐹 = −𝐺𝐺.𝑀𝑀.𝑚𝑚𝑑𝑑2
𝑑𝑑
|𝑑𝑑|

≡ 𝑚𝑚. (−𝐺𝐺 𝑀𝑀𝑑𝑑2
𝑑𝑑
|𝑑𝑑|
)

⏟        
= 𝑚𝑚. �⃗�𝑔

�⃗⃗�𝑔

 

 

(2.5)     𝐹𝐹⃗⃗⃗⃗ = −𝐺𝐺.
𝑀𝑀𝑔𝑔.𝑚𝑚𝑔𝑔

𝑑𝑑2
𝑑𝑑 
|𝑑𝑑 |

= 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎 ∴ 𝑎𝑎 == −𝐺𝐺.
𝑀𝑀𝑔𝑔.
𝑑𝑑2 (

𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑚𝑚𝑖𝑖

) 𝑑𝑑 
|𝑑𝑑 |
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Nesse caso, para que esse resultado obedeça ao princípio galileano de que a aceleração 
na queda livre é a mesma para todos os corpos, terá validade desde que m

i
=m

g
 sem restrição de 

generalidade (Nussenzveig, 1996)

Também por escolhas convenientes de G, num referencial galileano é possível verificar 
experimentalmente que todos os corpos caem com a mesma aceleração. Considerando dois 
corpos de massas inerciais m

i
(1) e m

i
(2) na altura h próximos a superfície da Terra, escalar-

mente para ambos os casos

Como comprovado por Galileu na Primeira Jornada de Duas Novas Ciências na fala de 
Salviati: Tendo constatado isso, cheguei à conclusão de que, eliminando completamente a resistência do 
meio, todos os corpos desceriam com a mesma velocidade (Galileu, 1988); de modo que a(1) = a(2) 
dentro da precisão experimental, levando ao resultado

Portanto, a tarefa experimental consiste em verificar essa razão para diferentes partículas 
ou substâncias.

Isaac Newton percebeu a sutileza dessa razão e procurou verifica-la experimentalmen-
te usando pêndulos de mesma massa gravitacional constituídos de substâncias diferentes 
(Newton, Livro III, 2002). 

PROPOSIÇÃO VI – TEOREMA VI
Que todos os corpos gravitam em direção a todos os planetas e que os pesos dos corpos em direção 
a qualquer um dos planetas, a distâncias iguais do centro do planeta, são proporcionais às quanti-
dades de matéria que eles contêm.

Em muitos aspectos, essa proposição é o centro e o cerne dos argumentos de Newton 
para a universalidade de sua lei da gravitação: a igualdade universal das massas inercial e gravita-
cional. Foi sua primeira preocupação na formulação de suas Leis ou Axiomas do Movimento; 
e para o qual ele realizou as primeiras medições de precisão com o pêndulo (descrito em 
detalhes no Escólio Geral no final da Seção VI do Livro II). A base teórica e conceitual do 
experimento foi estabelecida na Proposição XXIV do Livro II. O resultado mostrou que igual-
dade ocorria em uma parte em 103 (como no caso do experimento realizado por Apolinário, 
Souza e Ponce, mesmo com todas as alterações feitas). 

(2.6)   �⃗�𝐹 = −𝐺𝐺.
𝑀𝑀𝑔𝑔. 𝑚𝑚𝑔𝑔

𝑑𝑑2
𝑑𝑑

|𝑑𝑑|
⟺ 𝐹𝐹 = |�⃗�𝐹| = 𝐺𝐺.

𝑀𝑀𝑔𝑔. 𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑑𝑑2 ∴ 𝑚𝑚𝑔𝑔 = 𝐹𝐹. 𝑑𝑑2

𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑔𝑔
 

 

(2.7)    �⃗�𝑎 == −𝐺𝐺.
𝑀𝑀𝑔𝑔.
𝑑𝑑2

𝑑𝑑
|𝑑𝑑|

≡ �⃗�𝑔 

 

   (2.8)     
𝐹𝐹(1) = −𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇. 𝑚𝑚𝑔𝑔(1)

(𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

𝐹𝐹(2) = −𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇. 𝑚𝑚𝑔𝑔(2)
(𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

⟹
𝑚𝑚𝑖𝑖(1)𝑎𝑎(1) = −𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇. 𝑚𝑚𝑔𝑔(1)

(𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

𝑚𝑚𝑖𝑖(2)𝑎𝑎(2) = −𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇. 𝑚𝑚𝑔𝑔(2)
(𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

 

 (2.9)   𝑚𝑚𝑖𝑖(1)𝑎𝑎(1)
𝑚𝑚𝑖𝑖(2)𝑎𝑎(2) =

𝑚𝑚𝑔𝑔(1)
𝑚𝑚𝑔𝑔(2)   ⟹ 𝑚𝑚𝑖𝑖(1)

𝑚𝑚𝑔𝑔(1) = 𝑚𝑚𝑖𝑖(2)
𝑚𝑚𝑔𝑔(2) . 𝑎𝑎(2)

𝑎𝑎(1)  

 

(2.10)     𝑚𝑚𝑖𝑖(1)
𝑚𝑚𝑔𝑔(1) = 𝑚𝑚𝑖𝑖(2)

𝑚𝑚𝑔𝑔(2) 
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Desde então, inúmeros experimentos e demonstrações tem sido repetido por meio de di-
ferentes equipamentos experimentais, onde todas as repetições envolvem uma correspondên-
cia particular com as teorias correlacionadas. Esses experimentos concluem que exceto pela 
resistência do ar, todos os corpos caem com a mesma aceleração. A constância da aceleração 
da gravidade foi testada muitas vezes após a afirmação galileana e culminou com um conjun-
to de experimentos realizados entre 1889 e 1909 pelo físico húngaro Roland von Eötvös. No 
experimento derradeiro realizado juntamente com Dezsö Pekár (1873 -1953) e Jenő Fekete 
(1880 -1943), ele melhorou seus resultados para uma precisão da ordem de 10-9, o qual apa-
receu pela primeira vez em 1909 como um ensaio que levou ao prêmio Benecke Trust Fund 
da Universidade de Goettingen, ele não foi publicado até 1922, três anos após a morte de 
Eötvös (Eötvös, 1922). O período em que o experimento foi realizado levou os físicos da 
época a acreditarem que o trabalho de Eötvös teve influência decisiva sobre Einstein durante 
a elaboração da Teoria da Relatividade Geral. Mas não. Einstein na verdade questionava a 
constância da aceleração da gravidade.

3.
No parágrafo anterior os resultados obtidos são uma consequência do Axioma III de 

Newton, e mostram que as massas gravitacionais passiva e ativa são iguais. Na teoria gravitacional 
moderna, entretanto, a equivalência ficou como uma questão em aberto. A etapa que leva a 
eq.(2.7), aparentemente trivial em que m é cancelado depende para a mesma substância, da 
equivalência da massa gravitacional no numerador e da massa inercial no denominador; e essa 
equivalência não é uma questão de pouca importância. Observe que esta aceleração g não 
depende da própria massa do objeto de teste ou de sua composição material. Como Galileu 
supôs quatrocentos anos atrás, todos os objetos caem com a mesma aceleração. Esse princípio 
pode parecer violado na experiência comum, mas quando o experimento é realizado no 
vácuo, a previsão é confirmada (como foi vividamente demonstrado quando o astronauta 
Dave Scott, na missão APOLO XV, na Lua em 1971, mostra um martelo e uma pena de águia 
caindo ao mesmo tempo, com a mesma variação de velocidade, na superfície lunar que não pos-
sui atmosfera, portanto sem a ação da resistência). Esses resultados estabelecem o que ficou 
conhecido como Princípio da Equivalência Fraco (PEF).

Os experimentos PEF foram tradicionalmente interpretados em termos newtonianos, ou 
seja, como pesquisas para possíveis desvios da igualdade exata de m

g
/m

i
 para os corpos (1) e 

(2), especificando pelo parâmetro Eötvös (von Eötvös, Pekár, Fekete, 1922)           , um número 
adimensional, o qual é usado como uma medida da eventual violação do PEF, podendo ser 
definido como

𝜂𝜂 ∊ℝ  

(3.1)   𝜂𝜂(1,2) ≤ |𝑎𝑎(1) − 𝑎𝑎(2)
𝑎𝑎(1) + 𝑎𝑎(2)

2
| = 2. |𝑎𝑎(1) − 𝑎𝑎(2)

𝑎𝑎(1) + 𝑎𝑎(2)| 
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Da eq. (2.8)

Resultado adotado por Dicke (Dicke, Krotkov, Roll, 1964). Considerando uma certa in-
teração x, assumida para dar contribuições diferentes para a massa inercial e massa gravitacional 
passiva dos corpos de teste (1) e (2), de modo que levando em conta a relação entre massa e 
energia interna E de cada corpo, prevista na Teoria da Relatividade Restrita

O coeficiente de Eötvos para essa interação, mantida a igualdade (Cook, Chen, 2005) 
será

Esse resultado experimentalmente relaciona os corpos (1) e (2) às energias das diferentes 
interações.

A maioria dos experimentos para testar o PEF foram realizados usando o pêndulo sim-
ples (incluindo o pêndulo rígido ou composto), com substâncias mais ou menos comuns, o 
equilíbrio de torção (incluindo o pêndulo de torção), corpos em queda livre e o equilíbrio 
químico. Os experimentos com uso do pêndulo para o PEF são de interesse apenas histórico 
devido as limitações de precisão, mas ainda é bastante instrutivo por considerar os possíveis 
erros a que tal dispositivo elementar está sujeito, mesmo que apenas como um aviso ao usar 
outros mais sensíveis.

O experimento que foi realizado pela equipe de alunos usou não um pêndulo comum 
mas o pêndulo físico (Apolinário da Silva, Souza Silva, Ponce Silva, 2014, 2015) o qual teve 
como base o estudo de (Potter, 1923), e nesse caso é interessante considerar a equação do 
movimento do pêndulo físico

𝑎𝑎(1) = −𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇.𝑚𝑚𝑔𝑔(1)
𝑚𝑚𝑖𝑖(1). (𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

𝑎𝑎(2) = −𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇.𝑚𝑚𝑔𝑔(2)
𝑚𝑚𝑖𝑖(2). (𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

 

𝜂𝜂(1,2) ≤ 2. |𝑎𝑎
(1) − 𝑎𝑎(2)
𝑎𝑎(1) + 𝑎𝑎(2)| = 2. ||

−𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇.𝑚𝑚𝑔𝑔(1)
𝑚𝑚𝑖𝑖(1). (𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2 + 𝐺𝐺.

𝑀𝑀𝑇𝑇.𝑚𝑚𝑔𝑔(2)
𝑚𝑚𝑖𝑖(2). (𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

−𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇.𝑚𝑚𝑔𝑔(1)
𝑚𝑚𝑖𝑖(1). (𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2 − 𝐺𝐺.

𝑀𝑀𝑇𝑇.𝑚𝑚𝑔𝑔(2)
𝑚𝑚𝑖𝑖(2). (𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

|| 

𝜂𝜂(1,2) ≤ 2. ||(
−𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇.

(𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

−𝐺𝐺. 𝑀𝑀𝑇𝑇.
(𝑅𝑅𝑇𝑇 + ℎ)2

)

(

 
𝑚𝑚𝑔𝑔(1)
𝑚𝑚𝑖𝑖(1) −

𝑚𝑚𝑔𝑔(2)
𝑚𝑚𝑖𝑖(2)

𝑚𝑚𝑔𝑔(1)
𝑚𝑚𝑖𝑖(1) +

𝑚𝑚𝑔𝑔(2)
𝑚𝑚𝑖𝑖(2))

 || ∴ 

(3.2)  𝜂𝜂(1,2) ≤ 2 |
(𝑚𝑚𝑔𝑔𝑚𝑚𝑖𝑖 ) (1) − (

𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑚𝑚𝑖𝑖) (2)

(𝑚𝑚𝑔𝑔𝑚𝑚𝑖𝑖 ) (1) + (
𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑚𝑚𝑖𝑖) (2)

| 

 

         (3.3)      
𝑚𝑚𝑔𝑔(1) = 𝑚𝑚𝑖𝑖(1) + ∑ 𝜂𝜂(𝑥𝑥) 𝐸𝐸𝑥𝑥(1)

𝑐𝑐2𝑥𝑥

𝑚𝑚𝑔𝑔(2) = 𝑚𝑚𝑖𝑖(2) + ∑ 𝜂𝜂(𝑥𝑥) 𝐸𝐸𝑥𝑥(2)
𝑐𝑐2𝑥𝑥

 

 

(3.4)    𝜂𝜂(1,2) = ∑ 𝜂𝜂(𝑥𝑥) ( 𝐸𝐸𝑥𝑥(1)
𝑚𝑚𝑖𝑖(1). 𝑐𝑐2 − ( 𝐸𝐸𝑥𝑥(2)

𝑚𝑚𝑖𝑖(2). 𝑐𝑐2))
𝑥𝑥
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O pêndulo em questão é uma barra (corpo rígido) de que oscila livremente em torno do 
eixo Z (perpendicular ao plano da folha) que contém o ponto O, sob a ação da gravidade, 
constituindo assim um pêndulo físico. Se L é comprimento da barra cuja secção transversal S 
que pode ser desconsiderada, tem volume SL, sua massa inercial m

i
=pSL, o momento de inércia 

em relação à O é dado por 

Considerando que o raio de giração do corpo é                  (K representa a distância ao eixo 
em que toda a massa poderia ser considerada sem variar o momento de inércia)

Se a linha OC=L/2=d (C    Centro de Massa da barra), o faz um ângulo    com a vertical 
do lugar, a componente Z do torque que atuante é

Se o momento angular do corpo em questão em relação a Z é dado por

Assim (3.5) com (3.6) leva a equação do movimento do pêndulo é

No limite   <<1, pequenos ângulos de deflexão, sen         (solução linear da equação dife-
rencial)

A frequência angular será então

Então, se dois pêndulos (1) e (2) tem o mesmo comprimento L, mas são feitos de substân-
cias diferentes, a diferença dos quadrados dos períodos é

𝐼𝐼 = 1
3𝑚𝑚𝑖𝑖𝐿𝐿2 

 

𝐼𝐼 = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝐾𝐾2 

 

𝐾𝐾2 = 1
3 𝐿𝐿

2  

𝐾𝐾2 = 1
3 𝐿𝐿

2  𝐾𝐾2 = 1
3 𝐿𝐿

2  

(3.5) 𝜏𝜏𝑍𝑍 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑔𝑔. 𝑑𝑑 sin 𝜃𝜃 

 

(3.5) 𝜏𝜏𝑍𝑍 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑔𝑔. 𝑑𝑑 sin 𝜃𝜃 

 

  (3.6)   ℓ𝑍𝑍 = −𝐼𝐼. �̈�𝜃 

 

(3.5) 𝜏𝜏𝑍𝑍 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑔𝑔. 𝑑𝑑 sin 𝜃𝜃 

 
(3.8)     �̈�𝜃 +

𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑚𝑚𝑖𝑖

. 𝑔𝑔𝑔𝑔
𝐾𝐾2 𝜃𝜃 = 0 

 

(3.7)     �̈�𝜃 + 𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑚𝑚𝑖𝑖

. 𝑔𝑔𝑔𝑔
𝐾𝐾2 sin 𝜃𝜃 = 0 

𝑚𝑚𝑖𝑖𝐾𝐾2�̈�𝜃 = −𝑚𝑚𝑔𝑔𝑔𝑔. 𝑑𝑑 sin 𝜃𝜃 

 

(3.5) 𝜏𝜏𝑍𝑍 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑔𝑔. 𝑑𝑑 sin 𝜃𝜃 

 

(3.5) 𝜏𝜏𝑍𝑍 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑔𝑔. 𝑑𝑑 sin 𝜃𝜃 

 
~
_

𝜔𝜔0 = √𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑚𝑚𝑖𝑖

. 𝑔𝑔𝑔𝑔
𝐾𝐾2   ∴   𝑇𝑇 = 2𝜋𝜋. √𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑔𝑔
. 𝐾𝐾2

𝑔𝑔. 𝑔𝑔 

(3.9)   𝑇𝑇 = 2𝜋𝜋. √
𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑔𝑔

. √ 𝐾𝐾2

𝑔𝑔. 𝑔𝑔 

 

𝑇𝑇2(1) − 𝑇𝑇2(2) = 2𝜋𝜋.√
𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑔𝑔

.√ 𝐾𝐾2

𝑔𝑔. 𝑑𝑑 
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Como

O parâmetro de Eötvös pode ser determinado com o uso de pêndulos de substâncias dife-
rentes (Cook, Chen, 2005). Como a sensibilidade do dispositivo foi definida como a menor 
aceleração que o dispositivo pode detectar se o ruído do sistema for negligenciado; de modo 
geral, ele não determina a precisão real do aparelho, pois o nível de ruído do oscilador linear 
pode definir um limite superior para uma menor aceleração mensurável, a sensibilidade pode 
ser combinada com o nível de ruído. Nesse caso para do pêndulo de período T, comprimento 
L que oscila com uma amplitude (3.5) 𝜏𝜏𝑍𝑍 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑔𝑔. 𝑑𝑑 sin 𝜃𝜃 

 

 (Cook, Chen, 2005) tem a verdadeira incerteza no perío-
do determinada pela precisão de localizar o instante em que o pêndulo passa por sua posição 
de repouso, de modo que se ∆(3.5) 𝜏𝜏𝑍𝑍 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑔𝑔. 𝑑𝑑 sin 𝜃𝜃 

 

 é a incerteza na posição angular e n o número de oscilações 
em que o período é medido

Se forem realizadas no mínimo 100 oscilações, pode-se obter uma incerteza em boas 
medições com variações angulares da ordem de 10-10 rad. Os pêndulos reais diferem dos pêndu-
los simples de várias maneiras, sendo necessário que se leve em conta o efeito causado pelas 
dimensões do bulbo, das correntes de ar, da temperatura além do efeito produzido no ponto 
de suspensão.

Experimentos como esse que envolvem a medição de forças e acelerações são extrema-
mente difíceis de realizar com precisão suficiente. No entanto pode-se fazer isso comparando 
a força gravitacional da Terra com a força centrífuga devido à rotação da Terra, que é puramente 
efeito inercial. Em princípio, o pêndulo está na latitude local, não 0 ° nem 90 °, e também não 
aponta para o centro da terra. Em qualquer caso, em algum ângulo intermediário, como o 
seguinte (fig. 3), vai apontar em uma direção que é a resultante da força gravitacional e da força 
centrífuga. É possível então, comparar diferentes substâncias, verificando a constância da razão 
da massa inercial para a massa gravitacional, mas que não vai mostrar efeito algum, levando a 
concluir que a razão das massas inerciais para as massas gravitacionais é uma constante. Mesmo 
apenas com a finalidade didático- ilustrativa relativo ao estudo do princípio a equipe superou 
suas dificuldades e perseguiu a análise da linearidade da relação entre a massa gravitacional e 
inercial correspondente obtendo um resultado significativo para o coeficiente de Eötvös com 
uma precisão n ≤ 10-4 com uma confiança de 68% [Apolinário da Silva, Souza Silva e Ponce 
Silva, 2014, 2015].

Na versão do experimento com a balança de torção Robert Dicke (1916-1997) (Dicke, 
Krotkov, Roll, 1964) e Vladimir Braginski (1931-2016) e Vladimi I. Panov (Braginsky and Pa-

𝜂𝜂(1,2) ≤ 2 |
(𝑚𝑚𝑔𝑔

𝑚𝑚𝑖𝑖
) (1) − (𝑚𝑚𝑔𝑔

𝑚𝑚𝑖𝑖
) (2)

(𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑚𝑚𝑖𝑖

) (1) + (𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑚𝑚𝑖𝑖

) (2)
| 

𝜂𝜂(1,2) ≤ 2 ||
(𝐾𝐾2

𝑔𝑔𝑔𝑔 (2𝜋𝜋
𝑇𝑇 )

2
) (1) − (𝐾𝐾2

𝑔𝑔𝑔𝑔 (2𝜋𝜋
𝑇𝑇 )

2
) (2)

(𝐾𝐾2

𝑔𝑔𝑔𝑔 (2𝜋𝜋
𝑇𝑇 )

2
) (1) + (𝐾𝐾2

𝑔𝑔𝑔𝑔 (2𝜋𝜋
𝑇𝑇 )

2
) (2)

|| 

𝜂𝜂(1,2) ≤ 2 [
( 1

𝑇𝑇(1)) − ( 1
𝑇𝑇(2))

( 1
𝑇𝑇(1)) + ( 1

𝑇𝑇(2))
] 

(3.10)  𝜂𝜂(1,2) ≤ 2 |𝑇𝑇(1) − 𝑇𝑇(2)
𝑇𝑇(2) + 𝑇𝑇(1)| 

 

(3.11)  ∆𝑇𝑇
𝑇𝑇 = ∆𝜃𝜃

𝑛𝑛. 𝜃𝜃 
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nov, 1972) demonstraram que a linearidade da relação entre a massa gravitacional e inercial 
foi estabelecida em cerca de uma parte em 1012, ou seja, a diferença nas relações entre a massa 
gravitacional e a massa inercial para diferentes materiais confirmaram com maior precisão os 
resultados nulos obtidos 60 anos antes por Eötvös. Nos últimos quase cinquenta anos, o 
monitoramento do sistema da Terra e da Lua com o Alcance do Laser Lunar (LLR), ver por 
exemplo (Bender, Dicke, et all,1973; Williams, Turyshev, Boggs, 2009), e a medição realizada 
pelo grupo Eöt-Wash com um pêndulo de torção, atingiu os melhores limites ő de uma parte
em 1013 (Wagner, Schlamminger, Gundlach, Adelberger, 2012). No entanto as medições no 
solo atingiram um limite em termos de relação sinal-ruído, tornando mais difícil uma me-
dição melhor. Como consequência, outras medições fazendo uso de um interferômetro de 
nêutrons detectaram fases mecânico-quânticas induzidas por gravidade propondo como uma 
prova para realizar testes PEF, por exemplo, (Colella, Overhauser, Werner, 1975).

Outra solução para aumentar a precisão do PEF foi testá-lo no espaço: esse foi o objetivo 
da missão Microscope. Em 2016, o Centro Nacional de Estudos Espaciais (CNES), agência 
espacial da França, lançou o satélite Microscope, que se dedica a testar o princípio da equi-
valência. A equipe científica da missão, liderada por pesquisadores do French Aerospace 
Lab (ONERA) e do Côte d’Azur Observatory (OCA), também na França, já relatou seus 
primeiros resultados. Tirando vantagem do ambiente silencioso no espaço, a missão testou 
o PEF com uma precisão sem precedentes, não mostrando desvios das previsões do princípio 
de Galileu- Newton e a Teoria Relatividade Geral. Até o momento vale o princípio: todos os 
corpos devem cair na mesma taxa em um campo gravitacional, independentemente de sua 
composição [Touboul et all, 2017; Touboul et all, 2020].

Recentemente, em 2012 foi proposto o Teste de Satélite do Princípio de Equivalência 
(STEP) (Worden, Everitt, Overduin, Mester, 2012.) para testar o Princípio de Equivalência. 
O experimento é considerado sensível o suficiente para testar a teoria da gravidade e outras 
teorias de Einstein. Worden e Everitt propuseram realizar uma versão melhorada do experi-
mento, colocando massas de diferentes composições dentro de um satélite orbitando a Terra 
para obter uma longa duração de queda livre.

Com sensibilidade posicional muito alta, pode ser alcançada resfriando o equipamento 
a 1,8 K e usando SQUIDs1 para detectar mudanças de corrente nas bobinas de captação 
magnética. As massas de teste de diferentes materiais e o equipamento de medição de posição 
são colocados dentro do satélite e micro-propulsores newtonianos são usados para cancelar as 
pequenas acelerações do satélite devido à resistência do ar, pressão de radiação e vento solar 
que pode acoplar às massas. O STEP visa medir a Equivalência no nível de uma parte em 
1018. A configuração básica é a de um satélite livre de arrasto, onde uma camada externa em 
torno de uma massa de teste interna é usada para bloquear o vento solar, o arrasto atmosfé-
rico, o campo magnético da Terra e outros efeitos que podem perturbar o movimento de um 
objeto interno em queda livre. O Teste de Satélite do Princípio de Equivalência (STEP) é um 
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programa conjunto EUA-Europa para testar uma das idéias mais fundamentais de toda a Fí-
sica, a equivalência da massa gravitacional e inercial. Para outras forças, a massa tem apenas uma 
função, como medida da inércia. Para a gravidade, também cumpre uma segunda função, 
como fonte de aceleração. Se o magnetismo tivesse sido a força motriz do experimento de 
Galileu, uma bola de vidro ou pedra certamente não teria caído com a mesma aceleração de 
uma bola de ferro. Newton, que primeiro fez este ponto crucial, distinguiu duas quantidades 
que provam ser equivalentes em gravitação, o peso de um corpo e a quantidade de matéria dele, 
ou como diríamos, sua massa gravitacional m

g
 e massa inercial m

i
.

Esse tipo de discussão (bastante negligenciada no ensino de Física infelizmente) no en-
tanto, serve para demonstrar o quão avançada era a Física feita por Galileu e Isaac Newton. 
Foi fato de que a composição material está ausente de tais fenômenos sugeriu a Einstein que a gra-
vidade deve ser uma função do próprio espaço, e não da matéria particular que experimenta 
a força.

4.
Como foi comentado no §2, o trabalho de Eötvös não teve influência decisiva sobre 

Einstein durante a elaboração da Teoria da Relatividade Geral. Einstein na verdade 
questionava a constância da aceleração da gravidade. Em 1907 quando refletia sobre como a Te-
oria da Gravitação newtoniana seria modificada para que se ajustasse a Relatividade restrita, 
segundo seu próprio relato (Pais, 1995):

Eu estava sentado numa cadeira no Escritório de Patentes em Berna trabalhando 
num artigo síntese sobre a Relatividade Restrita, tive também que tentar modificar 
a teoria newtoniana da gravitação de modo que as suas leis se ajustassem a Rela-
tividade restrita. Algumas tentativas nesse sentido mostraram-me que isso poderia 
ser feito, mas não me satisfaziam porque estavam baseadas em hipótese sem fun-
damento físico. Então me ocorreu o pensamento mais feliz da minha vida: 
o campo gravitacional tem uma existência relativa, de algum modo semelhante 
ao campo elétrico gerado por indução magnético-elétrica. Pois para um observador 
que cai livremente do telhado de uma casa, não existe, ao menos no ambiente 
imediato, um campo gravitacional. Na realidade se esse observador deixar cair 
alguns corpos, esses permanecerão em relação a ele, em estado de repouso ou mo-
vimento uniforme e o observador acreditará estar em repouso…O fato conhecido 
experimentalmente, de que a aceleração de queda ser independente em relação a 
matéria é, portanto, um argumento poderoso para o postulado da gravitação ser 
generalizado a sistemas de coordenadas que relativamente uns aos outros estão em 
movimento não uniforme.

A pergunta então é: Exige a Teoria da Relatividade a modificação da Lei da Gravitação 
de Newton? Essa lei universal tem em si mesma uma validade limitada e se aplica muito bem 
em situações praticamente estáticas como o caso da lei de Coulomb na Eletrostática, a qual 
falha para dar uma descrição adequada da interação entre cargas elétricas em movimento. A 
razão da falha neste caso é a concepção de ação instantânea à distância. Em 1845, Gauss reco-
nheceu a falha e sugeriu uma modificação da Lei da Gravitação newtoniana, numa natural 
generalização da visão de força para definir uma ação à distância se propagando com uma 
velocidade finita, a velocidade da luz. Embora o problema tenha permanecido insolúvel para 
Gauss, foi ao mesmo tempo uma generalização matematicamente auto consistente2 (Assis, 
1992) da teoria newtoniana para quatro dimensões e a unificação do princípio da ação à 
distância e a teoria do campo. A ação à distância foi revista por Riemann (Riemann, 1867; Assis, 
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1992), (embora tenha sido criticada pelo físico polonês Rudolf Clausius (1822- 1888)) pelos 
físicos Hugo Tetrode (1895- 1931) e Adriann Fokker (1887-1972) (Assis, 1992) dando uma 
formulação matemática à ideia de Gauss.

Esses resultados mostram coerência com a exigência relativística de que a velocidade 
limite de um sinal é a velocidade da luz c. Por outro lado existem os aspectos problemáticos da 
igualdade entre a massa inercial e gravitacional, por outro lado o conceito relativístico de massa- 
energia sugerindo que no caso de partículas com massa de repouso nula como o foton mostrarão 
propriedades como a da massa (m

i
 e m

g
). Então deve existir uma forma de incorporar esse fato 

numa teoria da gravitação. 

Nesse caso seria interessante iniciar com os conceitos clássicos do movimento relativo. Um 
observador que vê um objeto se mover segundo uma trajetória curvilínea (não retilínea) dirá 
que isso acontece porque, de acordo com as Leis de Newton, existe uma força que atua sobre 
esse objeto. Um outro observador olha para o mesmo objeto e vê que este se desloca segundo 
uma trajetória retilínea, com velocidade uniforme, e que, portanto, novamente de acordo com 
as Lei de Newton, não está sujeito à ação de qualquer força. Será possível a concordância?

Sejam dois observadores, um fixo no referencial inercial S e outro fixo em referencial não 
inercial S’ que se move com uma aceleração constante a =g relativamente em relação ao refe-
rencial inercial S. O efeito pelo observador em S’ será idêntico ao efeito sofrido por ele caso S’ 
estivesse em repouso num campo gravitacional

Supondo que o movimento acelerado se faz ao longo do eixo y-y’ , mantendo x-x’ sempre 
paralelos, portanto o plano z-z’=0. Usando aqui as transformações da relatividade galileana, eq. 
(2.2), a relação entre as coordenadas dos dois referenciais é dada por:

Consideremos agora um pulso de radiação (um foton) que se move com velocidade cons-
tante v no plano z-z’=0, paralelamente ao eixo x-x’ do referencial inercial S. em relação a esse 
referencial o sistema de equações fica

 

(4.1)    
{
 

 𝑥𝑥′ = 𝑥𝑥
𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦 − 1

2𝑔𝑔𝑡𝑡
2

𝑧𝑧′ = 𝑧𝑧
𝑡𝑡′ = 𝑡𝑡

 

(4.2)    {
𝑥𝑥 = 𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎
𝑧𝑧 = 0
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Aqui a       , uma constante. Substituindo os valores em (4.1), mas lembrando da igual-
dade temporal

Em (4.3) eliminando o parâmetro t’, aparece uma equação em x e y como o esperado

Essa é a equação da parábola no plano z’=0 do referencial S’. Portanto, a trajetória que o 
observador S’ vê é uma parábola.

Esse foi o mais feliz pensamento da vida de Einstein; e com um experimento mental ele so-
lucionou o problema da igualdade entre massa inercial e gravitacional. Ele conclui que todos os 
sistemas de referência S, S’, etc, são equivalentes para a descrição da Natureza (ou para a formulação 
das leis gerais da Natureza) qualquer que seja seu estado de movimento.

POSTULADO [EINSTEIN, 1972].
As leis da física devem ter uma estrutura tal que a sua validade permaneça em sistemas de referên-
cia animados de qualquer movimento.

Voltando ao pulso de luz (o fóton), seja um observador no referencial não inercial S’, um 
elevador imaginário, a trajetória do pulso de luz tem direção perpendicular à aceleração 

𝜂𝜂 ∊ℝ  

(4.3) {
𝑥𝑥′ = 𝑣𝑣𝑡𝑡′

𝑦𝑦′ = 𝑎𝑎 − 1
2 𝑔𝑔𝑡𝑡′2

𝑧𝑧′ = 0
    

 

𝑦𝑦′ = 𝑎𝑎 − 12𝑔𝑔 (
𝑥𝑥′
𝑣𝑣 )

2
= 𝑎𝑎 − ( 𝑔𝑔2𝑣𝑣2)⏟  

𝛼𝛼

𝑥𝑥′2 ∴ 

   (4.4)      𝑦𝑦′ = 𝑎𝑎 − 𝛼𝛼. 𝑥𝑥′2 
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gravitacional, pelo Princípio da Equivalência, no instante t sofreu um deslocamento para 
cima ℎ = 1

2 𝑔𝑔𝑡𝑡
2 

Considerando que caminho de luz é aproximadamente a um arco circular de raio R. O 
comprimento da corda l através do círculo é 

Da geometria do diagrama

Então

 

 
ℓ2 = ℎ2 + 𝑑𝑑2 = (12𝑔𝑔𝑡𝑡

2)
2
+ 𝑑𝑑2 

ℓ2 = 1
4𝑔𝑔

2𝑡𝑡4 + 𝑑𝑑2 

 

𝜑𝜑 ≅ ℓ
𝑅𝑅 ⟹ 𝜑𝜑2 ≅ ℓ2

𝑅𝑅2 ∴ 𝑅𝑅
2 ≅ ℓ2

𝜑𝜑2 

 

𝑅𝑅2 ≅ ℓ2
𝜑𝜑2 =

1
4𝑔𝑔

2𝑡𝑡4 + 𝑑𝑑2

𝜑𝜑2  
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Mas o ângulo   <<10, pois h<< d, de tal modo que da geometria do diagrama

Mas como h<< d e d = ct

Assim, o raio de curvatura R da trajetória pulso de luz depende apenas da aceleração da 
gravidade local. Este argumento simples indica que, de acordo com o Princípio da Equivalên-
cia, a geometria do caminho da luz se propagando em um referencial acelerado (a moldura 
em que a gravidade local foi abolida) define a geometria do tecido espacial, que não é um 
espaço plano, mas um espaço curvo que depende do valor do campo gravitacional local. Tal 
argumento convenceram Einstein de que ele deveria levar a sério as geometrias não euclidianas 
(Amado, 2016) para derivar uma teoria relativística da gravidade.

Einstein também percebeu que o Princípio de Equivalência permitia compreender algu-
mas coisas estranhas que acontecem em um campo gravitacional, como por que as frequên-
cias do espectro luminoso se aproximam do vermelho e que o ritmo de um relógio varia em 
função da altura no campo gravitacional.

Sejam dois observadores inerciais em movimento um em relação ao outro; as equações que 
expressam as coordenadas de espaço e tempo de um em termos de coordenadas de espaço e 
tempo do outro são chamadas de transformações de Lorentz (Amado, 2016) as quais satisfazem 
as condições impostas pela Teoria da Relatividade Especial. Essas condições incluem a univer-
salidade da velocidade da luz (no espaço vazio). Elas também exigem que, se dois eventos estão 
localizados em uma linha perpendicular ao movimento relativo entre os dois observadores, 
e parecem ocorrer ao mesmo tempo para um observador, então eles parecerão simultanea-
mente para o outro observador também, e a distância entre eles parecerá ter o mesmo valor 
para ambos.

𝜑𝜑 ≅ ℓ
𝑅𝑅 ⟹ 𝜑𝜑2 ≅ ℓ2

𝑅𝑅2 ∴ 𝑅𝑅
2 ≅ ℓ2

𝜑𝜑2 

 tan𝜑𝜑 = ℎ
𝑑𝑑 ⟹ 𝜑𝜑 = tan−1 (ℎ𝑑𝑑) ∴ 𝜑𝜑 ≅ ℎ

𝑑𝑑 

𝑅𝑅2 ≅ ℓ2

(ℎ𝑑𝑑)
2 =

1
4𝑔𝑔

2𝑡𝑡4 + 𝑑𝑑2

𝑔𝑔2𝑡𝑡4
𝑑𝑑2

= 𝑑𝑑2
4 + 𝑑𝑑4

𝑔𝑔2𝑡𝑡4 

𝑅𝑅2 ≅ 𝑑𝑑2
4 + 𝑑𝑑4

𝑔𝑔2𝑡𝑡4 

 

𝑅𝑅2 ≅ 𝑑𝑑
2

4 +
𝑑𝑑4
𝑔𝑔2𝑡𝑡4 ⟹ 𝑅𝑅 = √𝑑𝑑

2

4 +
𝑑𝑑4
𝑔𝑔2𝑡𝑡4 = √

(𝑐𝑐𝑡𝑡)4
𝑔𝑔2𝑡𝑡4 (

𝑔𝑔2𝑡𝑡4
(𝑐𝑐𝑡𝑡)2 + 1)⏟        

=1

= 𝑐𝑐
2𝑡𝑡2
𝑔𝑔𝑡𝑡2  

(4.5) 𝑅𝑅 ≅ 𝑐𝑐
2

𝑔𝑔  
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Suponha agora que, o segundo observador está em movimento se afastando em relação 
ao primeiro observador, com uma velocidade constante (MU) v na direção x positivo. De-
signando a medida de tempo desse observador por t’ sua coordenada espacial na direção 
do movimento relativo por x’ e as distâncias perpendiculares ao movimento relativo por 
r’; um pulso luminoso no instante t’=0 na posição x’= 0, onde r’= 0, se propagará em todas 
as direções com velocidade c. Em outras palavras, este sinal se espalhará de forma que em 
qualquer momento t’, subsequente à sua emissão, alcançado todas as direções definindo uma 
superfície esférica de raio ct’ de forma que a relação entre o tempo, as coordenadas espaciais 
e distâncias será 

O mesmo sinal será visto pelo primeiro observador, no t=0, localização x= 0, onde r=0;

Lembrando que r representa a distância perpendicular à direção do movimento relativo, 
então r e r’ devem ser iguais em todos os instantes, tal que

Essa relação deve valer para todas as combinações entre x’, t’ x, t; contanto que se refiram 
ao mesmo conjunto de eventos ou pontos universo porque para qualquer combinação de t, x 
ou t’, x’, através dos quais se encontrar um valor de r ou r’ de modo a satisfazer as condições 
apropriadas para um pulso luminoso espalhado. As relações entre as coordenadas devem ser 
para quaisquer dois eventos como as diferenças de coordenadas verificadas por um observa-
dor que devem determinar inequivocamente as diferenças de coordenadas determinadas pelo 
outro observador. Essas relações entre as diferenças de coordenadas são possíveis unicamente 
se as equações de transformações forem lineares, da forma (Amado, 2016)

Para o caso newtoniano em que o tempo é absoluto, t’=t, k = m= n=1. Nesse caso essas trans-
formações se aproximam das equações de transformação do caso galileano dadas pela eq. 
(2.2). Substituindo a eq. (4.9) em (4.8), obtemos

Comparando os polinômios

(4.6)    𝑥𝑥′2 + 𝑟𝑟′2 = 𝑐𝑐2𝑡𝑡′2 ∴ 𝑐𝑐2𝑡𝑡′2 −   𝑥𝑥′2 = 𝑟𝑟′2 

 

(4.7)  𝑐𝑐2𝑡𝑡2 −  𝑥𝑥2 = 𝑟𝑟2 

 

(4.8)  𝑐𝑐2𝑡𝑡2 −  𝑥𝑥2 = 𝑐𝑐2𝑡𝑡′2 −   𝑥𝑥′2 

 

(4.9)     𝑥𝑥
′ = 𝑘𝑘(𝑥𝑥 − 𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑣𝑣′ = 𝑚𝑚𝑣𝑣 − 𝑛𝑛𝑥𝑥  ; 𝑘𝑘, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ∈ ℝ 

 

𝑐𝑐2𝑡𝑡2 −  𝑥𝑥2 = 𝑐𝑐2(𝑚𝑚𝑡𝑡 − 𝑛𝑛𝑥𝑥)2 −  (𝑘𝑘(𝑥𝑥 − 𝑣𝑣𝑡𝑡))2
 

𝑐𝑐2𝑡𝑡2 −  𝑥𝑥2 = 𝑐𝑐2𝑚𝑚2𝑡𝑡2 − 𝑐𝑐22. 𝑚𝑚𝑡𝑡. 𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2𝑛𝑛2𝑥𝑥2 − 𝑘𝑘2𝑥𝑥2 + 2. 𝑘𝑘2𝑥𝑥. 𝑣𝑣𝑡𝑡 − 𝑘𝑘2𝑣𝑣2𝑡𝑡2 

𝑐𝑐2𝑡𝑡2 −  𝑥𝑥2 = (𝑐𝑐2𝑚𝑚2 − 𝑘𝑘2𝑣𝑣2)𝑡𝑡2 − 2𝑡𝑡𝑥𝑥. (𝑘𝑘2𝑣𝑣 − 𝑐𝑐2𝑚𝑚𝑛𝑛) − 𝑥𝑥2(𝑘𝑘2 − 𝑐𝑐2𝑛𝑛2) 

 

(4.10)     {
𝑐𝑐2 = 𝑐𝑐2𝑚𝑚2 − 𝑘𝑘2𝑣𝑣2

1 = 𝑘𝑘2 − 𝑐𝑐2𝑛𝑛2

0 = 𝑘𝑘2𝑣𝑣 − 𝑐𝑐2𝑚𝑚𝑛𝑛
⟺  (4.11) {

1 = 𝑚𝑚2 − 𝑘𝑘2 (𝑣𝑣
𝑐𝑐)

2

1 = 𝑘𝑘2 − 𝑐𝑐2𝑛𝑛2

0 = 𝑘𝑘2𝑣𝑣 − 𝑐𝑐2𝑚𝑚𝑛𝑛
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Então do sistema (4.11)

Mas

Substituindo na primeira das (4.12)

Assim

Substituindo na segunda das (4.12)

Em 

𝑘𝑘2 − 𝑐𝑐2𝑛𝑛2 = 1 ⟺ 𝑘𝑘2 = 1 + 𝑐𝑐2𝑛𝑛2  ⟹
1 = 𝑚𝑚2 − 𝑘𝑘2 (𝑣𝑣𝑐𝑐)

2

0 = 𝑘𝑘2𝑣𝑣 − 𝑐𝑐2𝑚𝑚𝑛𝑛  

1 = 𝑚𝑚2 − (1 + 𝑐𝑐2𝑛𝑛2) (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2

0 = (1 + 𝑐𝑐2𝑛𝑛2)𝑣𝑣 − 𝑐𝑐2𝑚𝑚𝑛𝑛 ⟺ {1 = 𝑚𝑚2 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
+ 𝑛𝑛2𝑣𝑣2 ∴ 𝑚𝑚2 − 𝑛𝑛2𝑣𝑣2 = 1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)

2

0 = 𝑣𝑣 + 𝑣𝑣𝑐𝑐2𝑛𝑛2 − 𝑐𝑐2𝑚𝑚𝑛𝑛 ∴ 𝑣𝑣 = 𝑐𝑐2𝑛𝑛(𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑛𝑛)
 

{𝑚𝑚
2 − 𝑛𝑛2𝑣𝑣2 = 1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)

2

𝑣𝑣 = 𝑐𝑐2𝑛𝑛(𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑛𝑛)
∴ (4.12)

{
 

 (𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑛𝑛)(𝑚𝑚 + 𝑣𝑣𝑛𝑛) = 1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2

𝑛𝑛 = 𝑣𝑣
𝑐𝑐2

1
(𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑛𝑛)

 

 

(𝑚𝑚 + 𝑣𝑣𝑣𝑣) = 𝑚𝑚 + 𝑣𝑣𝑣𝑣 − 𝑣𝑣𝑣𝑣 + 𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣) + 2𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

(𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣)((𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣) + 2𝑣𝑣𝑣𝑣) = 1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
⟹ (𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣)2 + 2𝑣𝑣𝑣𝑣. (𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣) = 1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)

2
 

 

(𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣)2 + 2𝑣𝑣 𝑣𝑣
𝑐𝑐2

1
(𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣) . (𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣) = 1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)

2
 

(𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣)2 + 2 𝑣𝑣
2

𝑐𝑐2 = 1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
∴ 

(𝑚𝑚 − 𝑣𝑣𝑣𝑣) = √1 − 𝑣𝑣2
𝑐𝑐2  

 

𝑛𝑛 = 𝑣𝑣
𝑐𝑐2

1

√1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
 

 

𝑘𝑘2 − 𝑐𝑐2𝑛𝑛2 = 1 ⟹ 𝑘𝑘2 = 1 + 𝑐𝑐2

(

 𝑣𝑣
𝑐𝑐2

1

√1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
)

 

2

∴ 

𝑘𝑘 = √1 +
𝑣𝑣2
𝑐𝑐2

1

1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2 = √

1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
+ 𝑣𝑣

2

𝑐𝑐2

1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2 = √

1

1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2 

 
 

(4.13)   𝑘𝑘 = 1

√1−(𝑣𝑣𝑐𝑐)
2 
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Na equação do sistema inicial também 

Dessa forma, nas equações de transformação originais (4.9)

As eq. (4.15) são as transformações de Lorentz, que se forem consideradas as outras coorde-
nadas espaciais, elas serão igualmente mantidas, y=y’ e z=z’ (Amado,2016).

Como é possível então medir a influência da gravidade sobre o ritmo dos relógios ou da 
medida de tempo? O ritmo tem uma frequência v e apenas com uso das transformações de 
coordenadas adequadas, e neste caso as transformações de Lorentz, é que será possível entender 
o que vai ocorrer devido ao Princípio da Equivalência (Feynman, 2002).

Seja um referencial S’ (que pode ser um elevador ou um foguete), onde estão identifica-
dos dois pontos A e B separados pela altura, separados pela altura h. Suponha que coloque-
mos um relógio no ponto A em relação e outro, idêntico no ponto B (aqui os relógios e os 
pontos serão identificados pela mesma letra).

Ambos os relógios A e B estão separados por uma distância h, no sistema S’ e suposta-
mente, o qual não está num campo gravitacional, mas o sistema está acelerado para cima 

𝑚𝑚2 − 𝑛𝑛2𝑣𝑣2 = 1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
⟹ 𝑚𝑚2 −

(

 𝑣𝑣
𝑐𝑐2

1

√1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
)

 

2

𝑣𝑣2 = 1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
 

𝑚𝑚2 = (1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
) +

(𝑣𝑣𝑐𝑐)
4

1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2 =

(1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
) (1 + (𝑣𝑣𝑐𝑐)

2
) + 𝑣𝑣

4

𝑐𝑐4

1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2 =

(1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
4
) + 𝑣𝑣

4

𝑐𝑐4

1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2  

(4.14)  𝑚𝑚 = 1

√1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
 

 

    (4.15) 

{
 
 
 

 
 
 
𝑥𝑥′ = 𝑥𝑥 − 𝑣𝑣𝑡𝑡

√1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2

𝑡𝑡′ =
𝑡𝑡 − 𝑣𝑣

𝑐𝑐2 𝑥𝑥

√1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
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com  |�⃗�𝑔| = 𝑔𝑔    em relação ao sistema S . Quando um pulso de luz ou um fóton de frequência v é 
emitido pelo relógio A (o ideal de medição são dois pulsos por segundo), o relógio está com uma 
velocidade v

0
 nesse sistema. Quando o fóton atinge o relógio B para verificar a coincidência 

temporal, ele sofreu um deslocamento dl e está em movimento com velocidade (v
0
 +gdt), onde   

             . Dessa forma, devido ao movimento do sistema (o foton se deslocou para baixo) quan-
do o sinal atinge o relógio B o sistema ganhou velocidade                          independente de 
v

0
. O relógio B tem tal velocidade com relação ao relógio A, no instante em que o sinal “cai”. 

Devido ao Efeito Doppler –Fizeau clássico em primeira ordem a frequência, então a variação 
fracionária da frequência será dada por

Como a aceleração g bem como o deslocamento dl são grandezas físicas vetoriais, o produ-
to escalar define uma função escalar que é conhecida como potencial gravitacional

Assim a eq. (4.16) será escrita como

Integrando sobre o todo o caminho do foton

Mas como , então em primeira aproximação

Observa-se uma variação da frequência em B. A energia do foton na absorção em B é sua 
energia inicial de emissão mais a energia ganha na transição de A para B (nota-se também que 
não é necessário usar a Mecânica Quântica). Uma importante conclusão é que no desloca-
mento através do campo gravitacional a luz adquire energia e frequência mas seu comprimen-
to de onda decresce, o espectro se desloca em direção a cor azul, o que evidentemente significa 
que na fonte de emissão (mais alta no caso) há um deslocamento do espectro em direção a cor 
vermelha, o famoso red-shift, resultado da eq. 4.17. Usando o efeito Mossbauer com uma fonte 
de raios y, medindo com cuidado excepcional para controlar as várias variáveis envolvidas 
Pound e Rebka do Laboratório Lyman da Universidade de Harvard (Pound,Rebka, 1959) 
detectaram um desvio relativo da frequência da ordem de 10-15 (esta verificação permitiu um 
índice de verificação mais seguro quanto a esse fenômeno causado pela gravidade).

Pelo Princípio da Equivalência o resultado é o mesmo no sistema S que está imerso num 
campo gravitacional, embora nesse caso como A e B estão em repouso não há variação da 
frequência, mas o efeito é interpretado como um efeito devido ao campo gravitacional. Então 
um relógio na Terra está sempre atrasando em relação a um relógio absolutamente idêntico 
situado nas proximidades do Sol. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐  

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔 = 𝑔𝑔 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐  

𝑓𝑓 + 𝑑𝑑𝑓𝑓
𝑓𝑓 = 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑐𝑐 ≡ 1 + 𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔
𝑐𝑐2 ∴ 

(4.16)   𝑑𝑑𝑓𝑓
𝑓𝑓 = 𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔

𝑐𝑐2  

 𝑅𝑅2 ≅ ℓ2
𝜑𝜑2 =

1
4𝑔𝑔

2𝑡𝑡4 + 𝑑𝑑2

𝜑𝜑2  

 �⃗�𝑔 = −∇𝜑𝜑  ∴    �⃗�𝑔. 𝑑𝑑𝑙𝑙 = |�⃗�𝑔|. |𝑑𝑑𝑙𝑙| = −𝑑𝑑𝜑𝜑   

 

  (4.16𝑎𝑎)     𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑐𝑐2  

 

(4.17)      𝑓𝑓
𝑓𝑓0

= 𝑒𝑒−(∆𝜑𝜑
𝑐𝑐2 ) 

   (4.18)    𝑓𝑓 = 𝑓𝑓0 (1 + 𝑔𝑔ℎ
𝑐𝑐2 ) 
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Esses fatos têm uma consequência que é de fundamental importância. Usando aqui a 
própria descrição de Einstein (Einstein, 1972), para que se mantenha o critério de igualdade o 
relógio em B tenha um ritmo mais lento por um fator     (4.19)    𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐵𝐵 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴 (1 + 𝑔𝑔ℎ

𝑐𝑐2 ) 

 

  do que o do relógio em A. Na 
realidade a frequência do foton não é mais do que um relógio. Isso significa que os relógios 
funcionarão diferentes. Da eq.(4.18) 

Em outras palavras, um observador em S’ concluirá que o ritmo (intervalo entre dois 
instantes) do relógio A é mais rápido do que o ritmo do relógio B. Pelo Princípio de Equiva-
lência, o mesmo se passa em S sujeito ao campo gravitacional. Como neste caso, B está mais 
perto do corpo gravitacional do que A, conclui-se que os relógios mais próximos da fonte de campo 
gravitacional tem ritmo mais lento do que os relógios mais afastados. Há uma consequência desse 
fato: a velocidade da luz não se comporta do mesmo modo que na Relatividade Restrita (que foi veri-
ficado acima com o desvio no campo gravitacional).

Essa ideia leva a pensar sobre como é possível ir do ponto A até um ponto B na super-
fície da Terra de modo tal que o tempo medido por um relógio de posse do observador em 
movimento junto com o relógio seja máximo? Elevando o relógio A até a altura h e trazê-lo ao 
solo, onde se encontra o relógio B.

O tempo medido pelo relógio que se move é o tempo próprio t (que é definido na Relativi-
dade Restrita). Em queda livre, a trajetória faz com que o tempo próprio seja máximo. Usando a 
eq. (4.18), o excesso de ritmo no relógio é dado por  

𝜈𝜈0𝑔𝑔ℎ
𝑐𝑐2   . Mas, devido a Relatividade Restrita, 

o movimento vai haver uma variação no ritmo dada por

Mas

Para valores até primeira ordem, o efeito no ritmo do relógio será

   (4.19)    𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐵𝐵 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴 (1 + 𝑔𝑔ℎ
𝑐𝑐2 ) 

 

 

(4.20)   𝑓𝑓 = 𝑓𝑓0√1 − (𝑣𝑣
𝑐𝑐)

2
≡ 𝑓𝑓0 (1 − 𝑣𝑣2

𝑐𝑐2)
1
2
 

 
(1 + 𝑥𝑥)

1
2 = 1 + 1

2 𝑥𝑥 −
1
8𝑥𝑥

2 + ⋯ 

 

(4.21)   𝑓𝑓 ≅ 𝑓𝑓0 (1 − 𝑣𝑣2

2𝑐𝑐2) ∴ − 𝑓𝑓0𝑣𝑣2

2𝑐𝑐2  
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Combinando os resultados das equações (4.18) e (4.21) tem-se o resultado entre as varia-
ções

A frequência do relógio em movimento sofre mudança, o que significa que, ao medir a 
variação de tempo em vários pontos do espaço é necessário comparar os ritmos de tempo com 
uma separação de tempo absoluta, definida em termos dos tempos próprios dt

O excesso de tempo é dado pela integral que deve ser máximo, mas para isso num inter-
valo de tempo fixo (t

B
-t

A
), é necessário que a integral no segundo termo seja mínimo. Multipli-

cando pelo valor da massa m do relógio e mudando o sinal

Portanto, em um campo gravitacional um objeto sempre se move de um ponto a outro 
de modo que um relógio, que segue a trajetória, marque o tempo mais longo entre todas as 
possíveis trajetórias. Assim a exigência para que o tempo próprio seja máximo é equivalente 
ao Princípio da mínima ação na Mecânica Clássica, um resultado que sugere como obter um 
princípio mecânico relativístico equivalente ao Axioma do Movimento II de Newton

Um bom exemplo é o caso de um satélite de telecomunicações em orbita ao redor da 
Terra, onde se encontra uma pessoa em repouso com um relógio. Existem dois efeitos a 
serem considerados em relação à questão do tempo real da informação simultânea no tempo, 
quando os ritmos dos relógios, um na Terra e outro no satélite são comparados. A primeira 
coisa é que aceitando por hipótese que o tempo próprio do satélite é

Então, existe um efeito devido ao movimento do satélite relativamente a Terra. Se f
0
 for 

a frequência de um processo de medição sobre a Terra e f
0
+ ∆𝜏𝜏 = ∫ √1 − (𝑣𝑣

𝑐𝑐)
2

𝑑𝑑𝑑𝑑  ∴   ∆𝑑𝑑′ = ∆𝑑𝑑√1 − (𝑣𝑣
𝑐𝑐)

2
 

 

f
1
 a frequência sinal informan-

do o mesmo processo de medição no satélite em movimento com velocidade v; assim dessa 
equação

(4.21)      𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿0𝑔𝑔ℎ
𝑐𝑐2 − 𝛿𝛿0𝑣𝑣2

2𝑐𝑐2 = 𝛿𝛿0 (𝑔𝑔ℎ
𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣2

2𝑐𝑐2) 

 

(4.21)    ∆𝜏𝜏 = ∫ [1 + 1
𝑐𝑐2 (𝑔𝑔ℎ − 𝑣𝑣2

2 )]
𝐵𝐵

𝐴𝐴

𝑑𝑑𝑑𝑑 

∆𝜏𝜏 = (𝑑𝑑𝐵𝐵 − 𝑑𝑑𝐴𝐴) + 1
𝑐𝑐2 ∫ (𝑔𝑔ℎ − 𝑣𝑣2

2 )
𝐵𝐵

𝐴𝐴

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑚𝑚á𝑥𝑥𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥 

 

(4.22)  𝛿𝛿𝛿𝛿 = − 1
𝑚𝑚𝑚𝑚2 ∫ (𝑚𝑚𝑚𝑚2

2 − 𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ)
𝐵𝐵

𝐴𝐴

𝑑𝑑𝛿𝛿 = 𝑚𝑚í𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚𝑛𝑛 

 

𝛿𝛿 ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

1

≡ 1
𝑐𝑐 𝛿𝛿 ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑

2

1

= 0 ∴ 𝛿𝛿 ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
2

1

= 0  

 

∆𝜏𝜏 = ∫ √1 − (𝑣𝑣
𝑐𝑐)

2
𝑑𝑑𝑑𝑑  ∴   ∆𝑑𝑑′ = ∆𝑑𝑑√1 − (𝑣𝑣

𝑐𝑐)
2
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Como f
0
 é proporcional a tr e f

0
+ ∆𝜏𝜏 = ∫ √1 − (𝑣𝑣

𝑐𝑐)
2

𝑑𝑑𝑑𝑑  ∴   ∆𝑑𝑑′ = ∆𝑑𝑑√1 − (𝑣𝑣
𝑐𝑐)

2
 

 

f
1
 proporcional a t

s
; o aumento da frequência do re-

lógio no satélite corresponde ao segundo termo no parêntesis (uso aqui um sub-índice para    
∆𝜏𝜏 = ∫ √1 − (𝑣𝑣

𝑐𝑐)
2

𝑑𝑑𝑑𝑑  ∴   ∆𝑑𝑑′ = ∆𝑑𝑑√1 − (𝑣𝑣
𝑐𝑐)

2
 

 

f para diferenciar esse 1º efeito do 2º efeito que será mostrado a seguir)

Isto é, o relógio no satélite tem um ritmo mais lento do que o que está na Terra. Consi-
derando que a massa do satélite de comunicações é m e a massa da Terra é M, da Teoria da 
Gravitação de Newton

Então a variação da frequência do relógio no satélite

Mas, o relógio do satélite está a uma altura h, portanto em um potencial gravitacional 
maior do que o seu similar na superfície da Terra e consequentemente tem um ritmo mais 
rápido; assim de acordo com a eq.4.18, mas para o observador na Terra ela é escrita como

Mas da Teoria da Gravitação

Logo

Então somando ∆𝑓𝑓1𝑓𝑓0  com ∆𝑓𝑓2𝑓𝑓0    com  obtém-se o valor total do aumento da frequência ∆𝜏𝜏 = ∫ √1 − (𝑣𝑣
𝑐𝑐)

2
𝑑𝑑𝑑𝑑  ∴   ∆𝑑𝑑′ = ∆𝑑𝑑√1 − (𝑣𝑣

𝑐𝑐)
2
 

 

f (o 
efeito total) no satélite

∆𝑡𝑡𝑠𝑠 = ∆𝑡𝑡𝑇𝑇√1 − (𝑣𝑣𝑐𝑐)
2
≅ ∆𝑡𝑡𝑇𝑇 (1 −

1
2
𝑣𝑣2
𝑐𝑐2) 

 

∆𝑓𝑓1
𝑓𝑓0

= −1
2
𝑣𝑣2
𝑐𝑐2  

 

𝑚𝑚. 𝑣𝑣2

𝑟𝑟 = 𝐺𝐺 𝑚𝑚. 𝑀𝑀
𝑟𝑟2 ⟹  𝑣𝑣2 = 𝐺𝐺𝑀𝑀

𝑟𝑟 = 𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑟𝑟0

(𝑟𝑟0
𝑟𝑟 ) ∴  𝑣𝑣2 = 𝑔𝑔⏟

𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟0

2

. 𝑟𝑟0. (𝑟𝑟0
𝑟𝑟 ) 

 
∆𝑓𝑓1
𝑓𝑓0

= −1
2
𝑔𝑔𝑟𝑟0
𝑐𝑐2 . (𝑟𝑟0𝑟𝑟 ) 

 

𝑓𝑓𝑠𝑠 = 𝑓𝑓𝑇𝑇 (1 +
∆𝜑𝜑
𝑐𝑐2 ) ⟹

𝑓𝑓𝑠𝑠 − 𝑓𝑓0
𝑓𝑓0

= ∆𝜑𝜑
𝑐𝑐2 ∴

∆𝑓𝑓2
𝑓𝑓0

= ∆𝜑𝜑
𝑐𝑐2  

 

∆𝜑𝜑 = − ∫𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟2 . 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑟𝑟

𝑟𝑟0

= −𝐺𝐺𝐺𝐺 (1𝑟𝑟 −
1
𝑟𝑟0
) ∴ ∆𝜑𝜑 = 𝐺𝐺𝐺𝐺

𝑟𝑟0
(1 − 𝑟𝑟0

𝑟𝑟 ) 

 
∆𝜑𝜑
𝑐𝑐2 = 𝐺𝐺𝐺𝐺

𝑐𝑐2. 𝑟𝑟0
(1 − 𝑟𝑟0

𝑟𝑟 ) ⟹
∆𝑓𝑓2
𝑓𝑓0

= 𝑔𝑔
𝑐𝑐2 . 𝑟𝑟0 (1 −

𝑟𝑟0
𝑟𝑟 ) 

 

∆𝑓𝑓2
𝑓𝑓0
+ ∆𝑓𝑓1𝑓𝑓0⏟      
∆𝑓𝑓
𝑓𝑓0

= 𝑔𝑔𝑟𝑟0𝑐𝑐2 (1 −
𝑟𝑟0
𝑟𝑟 ) −

1
2
𝑔𝑔𝑟𝑟0
𝑐𝑐2 . (

𝑟𝑟0
𝑟𝑟2) =

𝑔𝑔𝑟𝑟0
𝑐𝑐2 −

𝑔𝑔𝑟𝑟0
𝑐𝑐2 (

𝑟𝑟0
𝑟𝑟 ) −

1
2
𝑔𝑔𝑟𝑟0
𝑐𝑐2 . (

𝑟𝑟0
𝑟𝑟 ) 

∆𝑓𝑓
𝑓𝑓0
= 𝑔𝑔𝑟𝑟0𝑐𝑐2 [1 −

3
2 (
𝑟𝑟0
𝑟𝑟 )] 

 



É interessante verificar que se a altura do satélite é maior do que r/2 (normalmente 3.200 
[km] acima do nível do mar) ∆𝜏𝜏 = ∫ √1 − (𝑣𝑣

𝑐𝑐)
2

𝑑𝑑𝑑𝑑  ∴   ∆𝑑𝑑′ = ∆𝑑𝑑√1 − (𝑣𝑣
𝑐𝑐)

2
 

 

f será positivo, mas no caso de ser igual a essa altura predomi-
na o valor de 

∆𝑓𝑓1
𝑓𝑓0

 com ∆𝑓𝑓2𝑓𝑓0    (um astronauta por exemplo, deve envelhecer menos do que uma pessoa na 
superfície da Terra).

5.
Poucos fatos na Ciência são mais surpreendentes e nenhum teve uma história mais longa 

do que a aparente equivalência dos dois tipos de massa na Física, a gravitacional e inercial. A partir 
do enunciado da universalidade da queda-livre por Galileu que chamou a atenção de I. Newton, 
propiciou a experimentação de Eötvös e a reflexão maravilhosa de A. Einstein, tem sido uma 
questão atraente tanto teórica quanto experimentalmente. O Princípio da Equivalência é um 
dos conceitos fundamentais da Teoria da Relatividade Geral desenvolvida por Einstein e 
mostra que os efeitos de um campo gravitacional e de um campo de aceleração são, pois, os mesmos, 
não existindo maneira de distinguir entre as duas situações acima descritas. Não há, portan-
to, desculpas para não inserir temas como esse nos programas do Ensino Médio e Superior 
nos dias de hoje. Repetindo, o ensino da Teoria da Relatividade bem como da Mecânica 
Quântica não pode estar ausente nesses níveis de ensino.

A busca da identidade do ensino de Física, torna claro a necessária preocupação em 
construir caminhos que facilitem a formação da cidadania dos envolvidos no processo educa-
cional. Foi então crucial, propor este projeto sobre o Princípio da Equivalência com uso de pên-
dulos à equipe de estudantes, com a finalidade de determinar o coeficiente de Eötvos, os quais, 
em primeiro lugar apreenderam que o estudo dos fundamentos de uma área do conhecimento 
científico e sua experimentação com precisão, passa pelo desenvolvimento de equipamentos 
inicialmente simples até os mais sofisticados, que permitirão posteriormente a transposição 
para o avanço tecnológico e portanto a tão propalada inovação; o que difere muito propor proje-
tos de apelo imediato que mais se assemelham com cepas terceirizadas sem grande significado de 
projetos maiores. Em segundo lugar, realizaram algo de valor inestimável tanto do ponto de 
vista do desenvolvimento das técnicas experimentais e medição, quanto pelo ponto de vista 
teórico, instigados a refletir e pensando os limites e as possibilidades desse conhecimento em 
suas formações e possibilitando o conhecimento de uma das questões mais fundamentais do 
nosso tempo, das conjunturas atuais e das perspectivas futuras.
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ABSTRACT
A scientist who is familiar with other physical theories in which the symbols one deals with 
are endowed with a direct experimental meaning must provide himself with great care and 
patience in studying general relativity. At the logical beginning of the theory of relativity 
we find instead only two elementary concepts: the idea of space-time coincidences (events) 
and the proper time; this is all there is in our equipment for the long journey to a complete 
understanding of gravitation. Every other physical quantity—distance, angle, energy, etc.—has 
only a secondary meaning and must be constructed, if possible, from the two fundamental 
concepts; hence, a full theory of measurements is needed. The principle of equivalence 
has historically played an important role in the development of gravitation theory. Newton 
regarded this principle as such a cornerstone of Mechanics that he devoted the opening 
paragraph of the Principia [ Newton, 2002] to it, stating in Definition I: this quantity that I 
mean hereafter everywhere under the name of... mass ... is known by the weight . for it is proportional to 
the weight, as I have found by experiments on pendulums, very accurately made .... In 1907, Einstein 
used the principle as a basic element of General Relativity.
In 2014 This project proposed to a IC students team involving this classic experimental 
test of Einstein’s Theory of General Relativity, known as the Galileo Experiment for the 
Principle of Weak Equivalence and had the purpose of determining the Eötvos coefficient, a 
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relevant experimental parameter in determination of variations in the ratio between inertial 
mass and gravitational mass, a foundation not of Newtonian gravity or General Relativity, 
but of the broader idea that spacetime is curved.

KEYWORDS
Galileo Experiment. Principle of Weak Equivalence. Inertial mass and gravitational mass. 
Eötvos Coefficient.

NOTAS
1 Superconducting Quantum Interference Device, é um sensor de fluxo magnético bastante sensível, que 

combina dois fenômenos físicos: a quantização de fluxo em um anel supercondutor e o efeito Josephson O Efeito 
Josephson é um efeito físico que se manifesta pela aparição de uma corrente eléctrica que flui através de dois 
supercondutores fracamente interligados, separados apenas por uma barreira isolante muito fina.

2 Em 19 de março de 1845, Gauss envia uma carta para W. Weber (1804 –1891), referindo-se a especulações 
eletrodinâmicas com as quais tinha se ocupado muito antes, e que teria publicado se pudesse ter estabelecido 
então aquela que considerava a pedra angular verdadeira da eletrodinâmica, a saber, a dedução da força agindo 
entre partículas elétricas em movimento a partir da consideração de uma ação entre elas, não instantânea, mas 
propagada no tempo, de uma maneira similar àquela da luz.
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