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RESUMO

A Teoria Quéntica é um avanco revolucionario na Fisica que emergiu
no inicio do século XX. E uma elegante teoria matematica capaz de ex-
plicar 0 comportamento ndo intuitivo das particulas subatomicas, mais
notavelmente o fendmeno do emaranhamento. No final do século XX,
descobriu-se que a teoria quantica se aplica ndo apenas a dtomos e molé-
culas, mas a bits e operacdes logicas em um computador. Essa percepcio
trouxe uma revolucio na ciéncia e tecnologia do processamento da infor-
macio, tornando possiveis tipos de computacio e comunicacio até entio
desconhecidos na Era da Informacao.
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ABSTRACT

Quantum theory is a revolutionary advancement in physics and chemistry
that emerged in the early twentieth century. It is an elegant mathematical
theory able to explain the counterintuitive behavior of subatomic parti-
cles, most notably the phenomenon of entanglement. In the late twen-
tieth century it was discovered that quantum theory applies not only to
atoms and molecules, but to bits and logic operations in a computer. This
realization has brought about a revolution in the science and technology
of information processing, making possible kinds of computing and com-
munication hitherto unknown in the Information Age.
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INTRODUCAO

s publicacdes isoladas sobre Fisica e Matematica em nossa universidade, e mais

recentemente, da propria Ciéncia da Computacio e Teoria da Informacio, jus-

tamente por causa de seu isolamento, representam um legado relativamente facil

e ser identificado. O tema do titulo de tempos em tempos se torna assunto nas

publicacoes de nosso meio académico como da propria midia; e ndo é sem razdo, ja que tem
estado em curso o desenvolvimento vertiginoso da Informética e da Computacio.

A mais recente evolucio da Computacio foi o resultado da riapida convergéncia das
tecnologias de comunicacio de dados, teoria da informacio, tecnologia de telecomunicacio
e da prépria informatica. E a Internet, ou o modelo computacional baseado em uma rede,
que teve suas origens nos anos da década de 1970, como um esforco do Departamento de
Defesa dos EUA para conectar a sua rede experimental, chamada ARPAnet, a varias outras
redes de radio e satélites. Espalhou- se logo em seguida nos meios académicos e estd definiti-
vamente popularizada [Fonseca Filho, 2007]. Uma ferramenta imprescindivel na atualidade,
tornou-se extremamente necessaria na vida atual. O acesso rico a informacio, a comunicacio
instantinea e ao entretenimento fez crescer exponencialmente o numero de usudrios da web
nos ultimos anos, que chegou a mais de 2,5 bilhdes em todo o mundo, tendo como grupo
majoritario adolescentes e adultos jovens.

Os dispositivos necessarios para essa evolucio tecnoldgica vio desde semicondutores em
chips de computadores a lasers para uso médico, de leitores de codigos de barras a detectores
de luz em cimeras digitais de smartphones, de laimpadas de LED a aparelhos de ressonancia
magnética para exames de imagem até reldgios atdbmicos de importancia fundamental para a
calibragem do GPS a sensores para a monitoracio dos efeitos da mudanca climética global.

Nos computadores que conhecemos (classicos), o nimero de transistores nas unidades
centrais de processamento (CPUs) cresceu exponencialmente com o tempo. O novo chip
da Apple tem 16 bilhoes de transistores comprimidos em um espaco minimo. A Informacdo
estd sendo cada vez mais compactada e vamos chegar a uma situacio em que um tinico dtomo
vai definir um bit de computacio. Um enorme conjunto de tecnologias usadas hoje de forma
corriqueira fundamenta-se em propriedades qudnticas dos mundos molecular, atdmico e suba-
tomico. A Mecanica Quantica é a base para esse desenvolvimento.

Recentemente com a criacio do Latin America Quantum Computer Center pelo SENAI
CIMATEC, tem novamente proliferado na midia, informacdes nio muito confidveis, mas,
no entanto, colocam o tema novamente em evidencia. O que era uma especulacio teorica
em meu artigo de 1998 [Amado, 1998] e no de outros, imerso num mundo de computadores
analogicos- digitais, ¢ uma realidade hoje sem volta, onde um novo horizonte para a realidade
profissional de estudantes de Ciéncia da Computacio, Engenharia de Computacio e Siste-
mas de Informacio além do mercado de computadores domésticos e corporativos. Os entra-
ves para a formacio de grupos de pesquisa e cursos de qualquer nivel terdo que desaparecer.

Isso significa, por outro lado, que as inovacoes tornadas possiveis pela Mecanica Quanti-
ca ja fazem parte de nosso dia a dia, como ja foi comentado. Para se ter uma ideia do poder
dos novos processadores quanticos, foi realizada uma demonstracio publica recentemente, em
2019, pelo prototipo do Computador Quéntico da Google, com um chip de 53 qubits (no
artigo serd visto do que se trata) o qual foi responsével por um processamento num intervalo
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de tempo de 3 minutos aquilo que o supercomputador da IBM (que necessita de uma 4rea
equivalente a duas quadras de ténis) levaria 2 dias para realizar.

E interessante lembrar que nas publicacdes antes da virada do século, alguns autores
j& chamavam a atencdo para o fato de que os componentes dentro de um computador se
comportavam, em todos os aspectos importantes, de acordo com as leis da Fisica Classica,
como registra o famoso texto de Norbert Wiener [1894 - 1964], Cibernética e Sociedade [Wie-
ner, 1985] o qual visualizava a Informacio como uma quantidade tio fundamental na Fisica
quanto a Energia ou a Estrutura da Matéria. Um tedrico da Informacio, consultor da IBM,
TELECOM, UNIVAC e da XEROX, Tom Stonier (1927- 1999), publicou um livro instigan-
te: Information and the Internal Structure of the Universe [Stonier, 1990]. No Brasil em 1991 foi
publicado o mitico A Mente Nova do Rei, escrito pelo Prémio Nobel de Fisica de 2020, o Prof.
Roger Penrose [Penrose, 1991] cuja primeira intencio era responder ao questionamento de
John A. Wheeler, sobre o chamado universo participatério. Por conseguinte, vérios outros con-
ceitos estdo presentes (e por isso a dificuldade de leitura para os nio iniciados) relacionados
a Ciéncia da Computacio, Matemitica e Mecinica Quéntica, onde o autor defende o argu-
mento de que a consciéncia humana ndo é apenas algoritmica e, portanto, ndo pode ser modelada
por uma mdquina de Turing ou computadores digitais. Nesse livro, o autor levanta a hipotese de
que a Mecinica Quantica desempenha um papel essencial na compreensio da consciéncia
humana, portanto no processamento das informacées no cérebro. Os artigos em revistas cienti-
ficas e de divulgacio proliferaram, em especial os de David DiVicenzo em 1995 [DiVicenzo,
1995], o fantéstico artigo de Seth Lloyd [Lloyd, 1995] e Neil Gershenfeld e Isaac Chuang em
1998 [Gershenfeld and Isaac, 1998].

Mas de todo modo, por tris estd a necessidade de ndo transgredir o limite termodindmico,
obedecendo as leis fisicas [Amado, 2002]. Esse limite acontece para a velocidade de processamen-
to e a transferéncia de informacdo, algo que ja era preocupacio de alguns, como Paul Benioff do
Argonne National Laboratory [Benioff, 1982], o qual apresentou uma breve discussio sobre
os modelos hamiltonianos da Mecinica Quéntica no processo de computacio, representa-
do por miquinas de Turing padrio. Ficou obvio, a partir desses documentos que além da
tendéncia da miniaturizacio continua, seria atingido um ponto em que seriamos forcados a
usar a Mecanica Quéntica para descrever as operacoes elementares de nossos computadores.

A evidencia do problema, no entanto, ¢ antiga. Ganhou muita énfase e até hoje é citado,
um artigo do fisico tedrico Richard P. Feynman, o prémio Nobel de Fisica de 1965 sobre o
uso do computador para simular os fendmenos fisicos [Feynman, 1982], em que ele chama a
atencio para a possibilidade de construcio de um modelo diferente de computador: os com-
putadores qudnticos; afim possibilitar o processamento dos fendmenos fisicos quinticos. Mas
na verdade, a ideia original foi de um jovem fisico tedrico, aqui j4 mencionado, Paul Benioff,
que em 1979 submeteu um artigo a prodigiosa revista Statistical Physics sob o titulo The Com-
puter as a Physical System: A Microscopic Quantum Mechanical Hamiltonian Model of Computers
as Represented by Turing Machines; ou seja, todo o processo de computacio ¢ descrito a partir
de um estado puro evoluindo sob a acio de uma determinada fun¢do de Hamilton [Amado,
1998]. Dessa forma, todas as partes componentes do Maquina de Turing seriam descritas por
estados que tém uma relacio de fase definida entre si. A existéncia de tais modelos teoricos,
pelo menos sugeria que deveria ser examinada a possibilidade da construcio real de tais ma-
quinas coerentes. A agenda de leituras sobre o assunto aumentou mais com a publicacio de
outro artigo de Feynman [Feynman, 1985].

Portanto, quando os fisicos comecaram a pensar pela primeira vez sobre computadores
qudnticos na década de 1980, a ideia tedrica parecia ser boa, mas provavelmente destinada
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a permanecer no papel. No entanto, esse comportamento foi até 1994, quando Professor
de Matemitica Aplicada do MIT, Peter Shor surpreendeu o mundo publicando dois artigos
seminais [Shor 1994] e [Shor, 1995] descrevendo um algoritmo de tempo polinomial para fa-
torar inteiros. Foi mudada a antiga percepcio. Conseqlientemente, na escala, a propria teoria
que descreve o que os computadores podem fazer deveria ser revisada microscopicamente.
Essa etapa foi inevitavel para o surgimento do campo da computacdo qudntica.

Na mesma época, como ¢ um habito dos fisicos e matemdticos, para estudar e ali-
cercar um problema, foi pensado montar um Curso de Extensio, ja que na Universi-
dade existia um publico alvo: os estudantes de Ciéncia da Computacio e Engenharia
Elétrica da Computacio. No entanto, ficou inviavel devido a necessidade de varios
pré-requisitos para os candidatos. A saida opcional foi escrever um ensaio sobre os
Processos Quanticos de Computacdo [Amado, 1998]. A conclusio do artigo, foi a de que
os computadores quanticos poderiam ser uteis para simular sistemas quinticos, mas
ndo esclarecia sobre as dificuldades técnicas para a construcio, nem esclarecia até
aquele momento, qual o limite para resolver problemas matemadticos mais rapido do
que seus parentes convencionais.

E tentador afirmar que um computador quantico é aquele cujo desempenho € gover-
nado pelas leis da Mecanica Quantica. Mas, uma vez que as leis da Mecanica Quanti-
ca governam o comportamento de todos os fendmenos fisicos, é preciso resistir a essa
tentacio. Um laptop ja opera sob as leis da Mecanica Quéntica, mas ndo ¢ nem de
longe um computador qudntico.

Um computador quantico é aquele cuja operacio explora certas transformacdes
muito especiais em seu estado interno. As leis da Mecanica Quantica permitem que
essas transformacoes peculiares ocorram sob condicdes cuidadosamente controladas.
Num computador qudntico os sistemas fisicos que codificam os bits individuais niao de-
vem ter nenhuma interacio fisica que ndo seja controlada. Todas as outras interacdes,
por mais irrelevantes que possam ser em um computador comum, que chamamos de
classico, introduziriam interrupcdes potencialmente catastroficas na operacio de um
computador quintico. Essas interacdes prejudiciais podem incluir o ambiente exter-
no, tais como, o movimento aleatério das moléculas de ar ricocheteando nos sistemas
fisicos que representam bits ou a absorcao de quantidades minimas de energia térmica
radiada do ambiente. Essas interacoes destrutivas, no que importa para a computacio e
0 que ndo importa, resultam em decoeréncia, que ¢ fatal para a computacio quantica.
Os computadores quinticos precisam de protecio contra as interferéncias externas,
seja fisicamente isolando-os, mantendo-os frios ou eletrocutados com pulsos de ener-
gia cuidadosamente controlados. Além disso existe a necessidade de corrigir erros
que se infiltram no sistema.

A computacio quintica é, portanto, um campo NOVO € emergente que tem o
potencial de mudar drasticamente a maneira como pensamos sobre computacio,
programacio e complexidade. O desafio para cientistas da computacio e outros é o
desenvolvimento das novas técnicas de programacio apropriadas para computadores
quanticos. Os fendmenos quanticos que o acompanham como o emaranhamento (ou
entrelacamento) qudntico e o cancelamento de fase introduzem uma nova dimensio na
computacio. A programacio nio consistird mais em meramente formular algoritmos
passo a passo, mas requer novas técnicas de ajuste de fases e processos de engenharia,
além da difusdo para extrair resultados tuteis. As novas tecnologias quinticas englo-
bam: a comunicacio, a computacio, a simulacio e metrologia, todos eles apoiados
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pela Ciéncia Bésica. Para a efetivacdo sera necessdrio atuar em trés frentes: engenha-
ria e controle; software e teoria; educacio e treinamento de pessoas.

Ao escrever este artigo, retorna-se ao tema abandonado h4 alguns anos, mas tenho
em mente leitores de vdrias disciplinas. Primeiramente, estou me dirigindo a cientis-
tas da computacio, engenheiros elétricos e matematicos, que podem saber pouco ou
nada sobre a Mecinica Quantica (ou qualquer outro tipo de fisica), mas que desejam
adquirir algumas informacdes no assunto, para serem capazes de seguir os novos
desenvolvimentos na extensio da computacio, julgando por si mesmos, quio revo-
lucionarios eles podem ser, e talvez possam escolher participar do desenvolvimento
posterior da Ciéncia da Computacio Quantica. Espero ter éxito no empreendimento
ao focar exclusivamente em como a Mecanica Quantica amplia as possibilidades de
manipulacio fisica da informacdo digital, sendo possivel caracterizar em que medida a
teoria funciona de forma elementar e bastante concisa, porém rigorosa e completa
para esta especial drea de aplicacdo.

INTERLUDIO CLASSICO

A Fisica Classica, como se sabe, ofereceu duas grandes hipoteses sobre a natureza da luz:
a doutrina corpuscular de Newton e a teoria ondulatéria de Huygens. O primeiro a tentar uma
reconciliacio dessas duas foi 0 matematico e astrondomo irlandes William Rowan Hamilton
(1805- 1865), um fervoroso admirador de Lagrange, que em 1835, estabeleceu uma analogia
formal entre a Optica e a Mecanica Cléssica. Numa época em que a teoria ondulatoria da
luz, principalmente através do trabalho de Fresnel, alcancou seus sucessos mais espetaculares,
Hamilton prop6s dar a Optica, como ciéncia formal, a mesma beleza, poder e harmonia que
Lagrange deu a Mecanica.

Hamilton expressou a equacdo do movimento de uma particula material sob a acdo de um
campo de forca, de modo bastante similar as equacoes que descrevem o caminho ético de um raio
luminoso em meio ndo homogéneo, cujo indice de refracio n depende da posicio no espaco, por-
tanto das coordenadas espaciais, x, y, z [Hamilton, 1828]. Em sua Dindmica, da mesma forma
como as variagdes do indice de refracdo modificam a trajetédria dos raios luminosos, a variacio da
Energia Potencial de interacdo faz com que as trajetorias das particulas sejam modificadas. Ao
longo do caminho ético podemos considerar que a posicio é parametrizada pelo comprimento
de arco e nesse caso o que denominamos raio luminoso é representado pelo segmento de reta
paralela a reta tangente em cada posicio da trajetoria (que seria a mesma da velocidade de
uma particula material) ponto a ponto no espaco.

Hamilton introduziu a funcio S que mais tarde ele chamaria de funcio principal. Isso foi
definido em termos da funcio caracteristica pela equacio. Como a Natureza escolhe entre
todas as possibilidades que lhe sio oferecidas, aquela que ¢ a mais eficaz; e nesse caso a mais
eficaz ¢ a que obedece ao Principio da Minima Acao. Em outras palavras, dentre as inime-
ras maneiras pelas quais um sistema pode alterar sua configuracio durante um intervalo de
tempo (t,- t,), o movimento real que ocorre ¢ aquele que maximiza ou minimiza a integral

tp

1) S(B4)= f Lok, 0). dt

ta
A funcio L ¢é a funcdo lagrangeana, que depende das posicoes, das velocidades e do tempo
explicitamente; onde a quantidade , representa o excesso de Energia Cinética sobre a Energia
Potencial, sendo assim
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(2) S(B,A) = EB(T —-V).dt
ta
Como a causalidade nio é necessaria, a ideia de um corpo se mover de acordo com o
Axioma II de Newton, perde o sentido; entdo a descricio de uma trajetéria adequada para
um corpo ir por exemplo de uma posicio inicial para uma posicdo final vai depender
na verdade entre todos os provdveis percursos a serem realizados aquele que tem a maior
probabilidade para a acio S (B, A) ser um minimo.

Axioma 1

Os corpos na Natureza nao podem escolher entre o percurso mais curto ou o
mais breve; nesse caso a integral de acao & um minimo.

Mas esse principio estd formulado de maneira incompleta. A particula ndo toma o caminho
de minima acdo, ela percorre aquele que tem a menor acdo, por um método analogo aquele que
a lug percorre aquele com o menor tempo. E essa analogia ético-mecanica estd implicita no princi-
pio. Qualquer caminho que a luz percorra num intervalo de tempo diferente, ela chega com
uma fase diferente. A amplitude total em um ponto ¢ a soma das amplitudes de todas as diferentes
maneiras pelas quais a luz pode chegar. O caminho importante é aquele para o qual existem muitos
caminhos proximos que levam a mesma fase.

Figura 1 Diagrama apresentando as contribui¢oes da infegral de caminho
para o conjunto de trajetorias de uma particula

inicio fim

E exatamente a mesma coisa na Mecanica Quantica. Portanto funciona assim: a probabi-
lidade de que uma particula, saindo do ponto inicio no instante t, chegue no ponto fim no
instante (t448t), ¢ o quadrado de uma amplitude de probabilidade ¥ (x,t). A amplitude total
pode ser escrita como a soma das amplitudes de cada caminho possivel de cada maneira de
chegar. Para cada x(t), para cada trajetéria imaginaria possivel temos que calcular uma ampli-
tude. E entdo todas sio somadas. A integral da acdo afirma que a amplitude de uma trajetdria
deve ser proporcional a €/? (o angulo de fase ¢ S/h, com h a constante de Planck racionali-
zada). A interpretacio da soma das histérias, a integral do caminho é considerada fundamental
e a realidade ¢ vista como uma tnica “classe” indistinguivel de caminhos que compartilham
0S Mesmos eventos.

A abordagem de Hamilton apareceu como uma extensio ao trabalho de Joseph-Louis
Lagrange [1736-1813]. Como foi visto acima, a funcdo lagrangeana, depende das posicoes, das
velocidades e do tempo explicitamente; onde a quantidade

3) Lx,xt)y=T-=V

De uma forma mais geral ela pode ser definida de uma forma mais geral que com coor-
denadas podem cartesianas, ou coordenadas polares, ou qualquer outra coisa que possamos
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pensar. A notagao para um sistema geral de coordenadas ¢ q, . Essas coordenadas generalizadas
definem as wvelocidades generalizadas de tal modo que a funcdo lagrangeana seja definida por

(4) L(x,x,t) = L(q; 41, t)

Supondo que as coordenadas de um sistema dindmico abstrato sejam q, . A idéia geral de
uma transformacdo infinitesimal é que ela é uma pequena mudanca das coordenadas, que pode
depender do valor das coordenadas. O deslocamento é parametrizado por um parimetro
infinitesimal &, e tem a forma §q.. A operagao § representa uma varia¢ao de qualquer paré-
metro particular do sistema por uma quantidade infinitesimal distante do valor tomado pelo
parametro. Isso define a chamada variagio § do caminho e §q; sua variacdo virtual, sujeita
apenas 4 limitagdo de que 6q,(t)= 6q,(t), ou seja, conecta duas configuracoes possiveis no
mesmo instante. Portanto q,(t)=x(t) e q,(t)=y(t), entao dq,(t)= 6x(t) e 8q,(t)= y(t),

um pequeno cilculo
d
© =6 (51) = 2 (6a)

Determinando o quanto muda a funcdo lagrangeana quando ¢é realizada uma transformacdo
virtual na posicio e na velocidade

6) 6L(qi,qi,t)=2(§ 54 + 355 )

As quantidades ¢ justamente o momento generalizado conjugado a ¢, um conceito que
transcende a simples ideia de momento cartesiana. Portanto as equacdes de Euler- Lagrange

oL dp; 0L

@ p= 6ql' a@ g

. . dp; . d
(8) 6L(qigut) = Z (Pi&h‘ + _dtl &h') < 6£L(qi,q,t) = E(Z Pi5qi)
' 7

A

Quando a derivada temporal se anula temos um resultado conservativo. A conservacdo da
energia aparece entio em

© dL( . t)_z(aﬁn +6L.)+6£.
dt qi, qi, —' aqui aqiqi at
L

£(ququt)—2(plql+plql)+ 5t dtZ(qulH

A ultima revela um fato interessante, se for definida uma funcio H

da’ oL

(10) Z(pLQL) L=H = dt E

Significa que H varia com o tempo se a func¢do lagrangeana variar explicitamente com o
tempo. Essa funcdo a H ¢ a hamiltoniana ou funcio de Hamilton. A partir dessa relacio com

a funcdo lagrangeana determina-se as equacdes canonicas de Hamilton
. 0

pi = —a—qi}[(CIi:Pi)
a5
q; = a—pi}[(% )

73



LEOPOLDIANUM * ANO 49 2023 *n° 139

No séc. XIX os matemdticos franceses desenvolveram uma forma matematica muito ele-
gante para a formulacio da Mecinica embora o grau realmente surpreendente de sucesso
nio se tornou aparente até o século XX, quando a Mecinica Quantica foi descoberta. Quase
parece que a geracdo anterior de matemdticos era clarividente na maneira como inventou
paralelos exatos dos conceitos quanticos posteriores. Sem especificar uma funcio particular,
seja U(q, p,) tal que qualquer trajetoria real do sistema definira um valor de F que varia ao
longo da trajetéria

12) du_z(a'u, +au,)_z(aua7{ aua}[)
e~ L\op " T 9q, %) T L\ag; op; " op; 0,

Esse resultado é conhecido como paréntesis ou colchete de Poisson. O paréntesis de Poisson de
quaisquer duas funcoes que representem wvaridveis dindmicas, U e V, é definido como

12) WV} = Z (au av U 617)
' dq;0p; 0p; 9q;

7
Entio

du ou
(13) e {U,V}‘l‘ﬁ

Se fizer U=q, e depois U=p, quando nio apresentam dependéncia temporal explicita e
paraV=%H

44; _

dp;
(14) dt {quj{} € E - {pll}[}

Sao as equagées de Hamilton definidas com os paréntesis de Poisson.

As vantagens tedricas para escrever as equacdes de movimento de uma varidvel di-
namica arbitraria residem no fato que os paréntesis de Poisson sio invariantes mediante as
transformacdes candnicas.

Propriedades ou Teoremas (Lemos, 2004 e Leech, 1971)

T1. Anti -simetria

Sejam duas funcdes que representem varidveis dindmicas, U e V

(15) {U,V} = —{(V, U}
T2. Linearidade

Sendo U e V duas fungdes, existe uma funcao Q, que representam varidveis dind-

micas e um coeficiente o independente de (q, p)
(16) {U+aQ,V}={UV}+{QV}

T3. Dadas as funcées U,V e Q
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(17) {uv,9} =u{v, 0} + {U, 9}V - {U, VQ} = {U,V}Q + V{U, 0}

T4. Identidade de Jacobi.
(18) {{uv}o}+{{(v,0}ul+{{ou,vi=o0
T5. Seja A um parametro

(19) (%{fu, V)= {%u,v} + {u,%v}

Aqui A pode assumir qualquer das variaveis g, p ou t ou um outro pardmetro qualquer.
P6. Paréntesis de Poisson fundamentais

20) {qq;} =0; {pup;} = 0; {au s} = &

O paréntesis de Poisson tem sua importincia, na transicio da Mecénica Classica para a
Mecénica Quintica, onde a chamada quantizacdo canénica consiste em associar uma wvaridvel
dinamica A= A (q, 4, ...4; by b, --b,) que necessita uma especificacio da ordem das co-
ordenadas g, e p, , na expressio explicita da funcio A (q,, q,, ....d; p,, P, --b, ). Na pratica a
matriz A tem uma forma polinomial nos p, cujos coeficientes sio fun¢ao dos g, . A matriz A
associada a wvaridvel dindmica, ¢ considerada como um operador para cada variavel dinamica.
A terminologia empregada ¢ devido a indicacio de que existe uma falha em comutar. Na
representacio de Werner Heinseberg (1901- 1976) se A representa um operador, ele satisfaz a
equacao

d0A

dA 1

Onde H ¢ o operador hamiltoniano e o comutador é dado por

(22) [A H] = AH — HA

A comutacdo de dois operadores corresponde ao paréntesis de Poisson cldssico multiplicado
por ih.

(23) [U,V] = iR{U, V)

A Mecinica formulada na linguagem dos paréntesis de Poisson representa o analogo classico
da representacio matemdtica de Heinseberg. Tal formulacio nio era totalmente conhecida
pelos fisicos do inicio do século XX (apenas alguns matematicos tinham conhecimento, por
exemplo, David Hilbert e Max Born). O grande avanco, no entanto, foi dado por Paul A. M.
Dirac (1902- 1984) que pode escrever as condicdes de quantizacio em termos de Dinamica
Hamiltoniana Classica, usando a equivaléncia da diferenca dos produtos de Heisenberg para
colchetes de Poisson. H4 outra caracteristica fundamental da abordagem de Dirac, o procedi-
mento incorpora a Mecinica Quantica no proprio coracio da dinAmica hamiltoniana. Assim
como Heisenberg apreciou ter aplicado conceitos qudnticos ao préprio espaco, Dirac fez a mesma
coisa tratando o momento e as coordenadas espaciais no mesmo pé e introduzindo a condicdo de
quantizacdo de Bohr nos fundamentos da mecénica hamiltoniana.

Sejam duas funcdes que representem dois simbolos de medicdo, X e Y, o comutador
(24) [X,Y]=XY —-YX

75



LEOPOLDIANUM * ANO 49 2023 *n° 139

O anticomutador é
(25) [X,Y]* = XY +YX

Entao, se [X,Y] =0, [X,Y]*= 2 XY ou 2YX. Nesse caso, pode ser considerado 2[X,Y]*como
um produto simetrizado de X e Y. Como consequéncia imediata vale a identidade

.[x,y]*+%.[x,y]

N| -

(26) XY =

A VARIAVEL DINAMICA DE ORIENTACAO NO ESPAGO.

Na teoria de Bohr, uma grandeza de especial importancia na classificacio das raias espec-
trais € o momento angular. Esse fato conduziu por sua vez a ideia da quatificacdo da orientacdo es-
pacial dos sistemas atomicos, cuja confirmacio experimental mostrou a quantificacdo azimutal
para os 4tomos imersos hum campo magnético. O dificilimo experimento foi realizado pelo
fisico americano Otto Stern (1888-1969) em colaboracio com com o fisico alemao Walther
Gerlach (1889-1979) em 1922 [Gerlach, & Stern, 1922]. Trata-se de um fino feixe de 4tomos
de prata produzido pela evaporacio em um forno e colimado por duas fendas em série, pas-
sando (em alto vicuo) entre dois polos de um ima nio homogéneo (fig)

Figura 2 - Diagrama ilustrativo do experimento de Stern- Gerlach

Previsio M
Atomos

-

Fomo

Campo magnético
nio homogéneo

Fonte - [Gerlach, & Stern, 1922].

Se uma particula neutra passa por uma regido com campo magnético homogéneo, a forca
exercida em direcdes opostas do dipolo se cancelam e 0 movimento da particula ¢ inaltera-
do. No experimento de Stern-Gerlach foram usadas particulas neutras (Atomos de Prata) e
a mesma conclusio é obtida, uma vez que foi designado para testar momento angular, e niao
fendmenos eletrostaticos. Se a particula viaja através de um campo magnético nio homogéneo,
entdo a forca em um dipolo serd ligeiramente maior que a forca oposta no outro extremo (dai
a forma irregular ima). A descricio matemdtica para explicar o resultado do experimento faz
uso dos resultados da Eletrodinamica de Maxwell.

Considerando o modélo de Bohr, o dtomo de Hidrogénio, portanto, um modélo plane-
tario classico, com um electron em uma “érbita circular” ao redor do nucleo. Nesse modelo
o electron se move com welocidade tangencial constante v, nessa trajetoria circular muito parti-
cular de raio r. Existem nesse caso, efeitos magnéticos decorrentes, como é bem conhecido da
Eletrodinamica de Maxwell. No centro da trajetoria esta uma carga positiva nuclear, tornan-
do o sistema eletricamente neutro, mas esse nuicleo com massa relativamente grande, move-se
tio vagarosamente ao redor do centro de massa do sistema que os possiveis efeitos magnéticos
podem ser desprezados. A figurinha abaixo serve para exemplificar, embora nio represente
a realidade.
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Figura 3 Nustrando o comportamento do electron ao redor do nicleo.

carga total -e
e

R
"an

Niicleo massivo

O campo magnético do sistema num certo intervalo médio de tempo absolutamente nio
¢ nulo. Isso porque devido ao movimento do electron em sua érbita nesse mesmo intervalo
de tempo, tudo se passa como se existissem N cargas negativas na mesma trajetoria circular
numa “procissio em cadeia sem fim”, como se estivessem contidas num “anel circular” de
raio r definindo assim uma espira de corrente circular de raio r. Nesse caso, no mesmo intervalo
de tempo médio, a frequencia efetiva f do electron, informa sobre o nimero de rotacdes por

segundo
Q7)) w=21f=f=—o=
2 2mr

A corrente eletrica nessa espira imagindria tera sentido oposto a v, e seu valor sera

q ev

i = —_—= (1. ]r = EE;;;:

Ll
28) i= Y- [C/s]

Figura 4 Representacio do momento magnético
perpendicular ao plano definido pela linha de
corrente (electron ao redor do niicleo)

/l

O produto (i.S) de dimenssao [IL?] no S.I. ¢ expresso em [A.m?] representa o momento
magnético p_ da espira virtual. E evidentemente um vetor perpendicular ao plano definido da
espira ou da superficie orientada

(29) [, =i.5

No caso do electron, a area definida ¢ de um plano circular, entio a intensidade do vetor

serd ev evr
|ﬁm| = Hm = i =qrto—= —
2nr 2
evr

(30) um = T
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E possivel determinar o momento magnético em funcio do momento angular cuja intensi-

dade ¢é

L L er L e L
= f— = —3 = - — = —_-——
MeVT =¥ mer Hm 2 mer 2m,
el
31 = —
(€29 HUm 2m,

Essa ultima equacdo envolve apenas constantes fundamentais, portanto uma solucdo
bem geral pois inclui as érbitas circulares e elipticas. Como o momento angular se conserva,
consequentemente o momento magnético também se conserva em intensidade e direcio. A
razdo giromagnética sera entao

L 2m,
(32) —=-

m e

Portanto, deve haver uma relacdo entre a magnetizacdo de um material e seu momento angular.
Em termos macroscopicos,
IZ|  2m,
|fim|

k
=1,138625.10711 [79]

No experimento, a forca resultante exercida pelo campo ndo homogéneo sobre o dtomo de
prata nio excitado, cuja estrutura se assemelha a de um atomo alcalino (aqui neste caso o mo-
mento magnético do electron é mais evidente do que o do ntcleo). O atomo nesse caso se com-
porta como um pequeno ima. O movimento ocorre através de uma regido com a presenca de
um campo magnético nio homogéneo, provocado pela forma geométrica de um dos polos
do ima!. Se a intensidade do campo magnético é em um dos polos magnéticos do 4tomo, no
outro polo sera de tal modo que a forca efetiva sobre o atomo sera

.

F = jimB — fiy. (B — VB) = fi,,. VB

(33) F=@,VB

A intensidade ¢ portanto, assumindo que a direcio ¢ paralela a z, e o 4ngulo formado
entre e como sendo 6

Figura 5 Desvio angular do feixe provocado pela agio de 5

Classicamente, 0 momento magnético pode assumir qualquer dngulo em relacio a direcdo
do campo magnético e, portanto, seria de esperar que houvesse uma distribuicio aleatdria
dos angulos de deflexdo. Se, no entanto, a quantizacdo do espaco for real, as deflexdes deveriam
ocorrer apenas em angulos de deflexio 6 especificos. Devido ao movimento de precessdo ao
redor de (conhecida como precessao de Larmor) a componente (g, ), ao longo do percurso
permanece constante, mas as outras oscilam ao redor de zero. Tudo acontece como se cada

' A ideia ¢ andloga ao caso dos condutores elétricos, conhecido como poder das pontas, uma propriedade dos
condutores de concentrar cargas elétricas em suas extremidades pontiagudas, o que provoca aumento da
intensidade do campo elétrico.
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dtomo estivesse submetido ao valor médio da forca em virias oscilacdes . Levando em conta
a geometria do diagrama (fig.5), e K a energia cinética dos dtomos do feixe incidente, um
simples calculo permite determinar o valor de 8:

35) 7= La ez =t fn (L)2 __ 1, 9B _1* 3B
2% T om0 T 2mgerov? Pz T 4k m g,
Mas
z Um-L OB
36) —=cosf = 0= -1(——)
(36) [ = cos cos arr

O desvio é portanto proporcional as componenete de na direcio do campo magnético.
estando os atomos orientados aleatoriamente, (i), pode assumir os valores de compreendi-
dos entre +(u ) e-(p ). e todos os angulos de desvio, valores compreendidos entre os dois

m”Zz m”Zz
valores correspondentes. O impacto na chapa fotografica apresenta o resultado como duas
pequenas manchas equidistantes e alinhadas paralelamente a z

Figura 6 Medigoes do original sob o microscépio usando um micrémetro ocular. As
fotografias mostram que o feixe de atomos de prata divididos por um campo
magnético nio homogéneo. A primeira imagem ¢ uma fotografia depois das
4 horas de exposi¢io sem campo magnético. A segunda imagem apés 8 horas
de exposigio 4

Fonte [Gerlach, & Stern, 1922]

O que se observa ¢ uma sucessio de pequenas manchas equidistante e alinhadas paralela-
mente ao eixo 0z, se é feito o campo variar, ou seja , a distancia entre as manchas ocorre na
mesma proporcio, sem que o resultado da imagem sofra qualquer alteracio, permanecendo
constante o numero n de manchas. Cada uma das manchas corresponde a um valor de (u, )
,; bortanto uma magnitude quantificada suscetivel a asssumir n valores distintos. A compo-
nente do momento angular L possue evidentemente a mesma propriedade.

E possivel objetar a interpretacio desse experimento por ela estar baseada em uma
hipotese muito particular em relacdo a origem do paramagnetismo atémico; a existéncia de um
momento magnético permanente proporcional ao momento angular. a negacio do fato, dificulta
a compreensdo do experimento para a explicacio das n manchas distintas sobre o anteparo
sem admitir que certas magnitudes que caracterizam os movimentos internos estio quantifi-
cadas. Logo, a medida que o centro de massa segue as leis da Mecanica Classica, sua trajetoria
vvem totalmente determinada pelo estado dindmico do 4tomoao chegar na regido do imi e o
aparecimento sobre o anteparo de uma distribuicio de impactos mais ou menos espacados,
¢ interpretado nio estando os atomos nas mesmas condicdes iniciais e que as varidveis di-
nimicas que definem o estado iniicial estdo estatisticamente distribuidas dentro de um certo
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dominio extenso. A existencia das n manchas separadas confirma essa distribuicio estatistica
apresentando ao menos n descontinuidades, ou de outro modo, certas varidveis dindmicas do
dtomo estdo quantificadas, como praticamente todos os 4tomos estio em seu estado fundamen-
tal, caso contrario emitiriam radiacdo, assim ndo se pode tratar da quantificacio da energia
mas da quantificacdo da varidvel dindmica de orientacdo no espaco do dtomo.

DO EXPERIMENTO IMAGINARIO AO VETOR DE ESTADO.

Iniciando com um exemplo simples sugerido por Susskind [Susskind & Friedman, 2015].
Imagine abstratamente um objeto que possui apenas pela condicio em que se encontra, do
ponto de vista macroscopico, descrita por suas variaveis ou propriedades; um estado. Poderia
ser uma moeda que pode mostrar cara (H) ou coroa (T), mas colada a mesa, e escolho por
exemplo que estd mostrando sempre cara (H). Percebe-se que é um sistema com dois estados
(as faces) ou poderia representar um bit (digito binario) com os dois estados H e T (a ideia de
estado na Mecanica Quéntica é conceitualmente bem diferente de sua contrapartida classica).
Formalmente o que temos ¢ o que denominamos de grau de liberdade & que pode assumir dois
valores +1 e -1. Entio o estado H ¢ representado por € = +1 e o estado T sera representado
por & =-1.

No jargdo da fisica, a colecdo de todos os estados ocupados por um sistema é seu espaco dos es-
tados (que nio ¢é o espaco ordindrio, mas uma representacio matematica de um sistema fisico
na Teoria Matematica de Controle, composto de um conjunto de varidveis de entrada, de sai-
da e de estado relacionadas entre si por meio de equacdes diferenciais de primeira ordem) ou,
mais simplesmente, seu espaco de estado, cujos elementos rotulam os possiveis estados do sistema.

Oferecendo uma explicacio da terminologia, a colecio de objetos fisicos como particulas,
campos, ondas ou o que quer que seja, ¢ chamada de sistema. Um sistema é o universo inteiro
ou estd isolado completamente de toda vizinhanca e se comporta como se nada mais existisse;
nesse caso ¢ um sistema fechado. Para essa situacio da moeda colada a mesa, o espaco dos estados;
¢ 0 conjunto matematico cujos elementos definem as possiveis condicdes do sistema. O nosso
sistema simples tem um espaco dos estados que consiste em dois pontos pois a moeda tem dois es-
tados possiveis (esse conceito serd importante mais a frente). Imagine agora que a moeda pode
ser cara ou coroa Hou T

Figura 7- Espago dos estados

a

T

Classicamente os sistemas evoluem suavemente, sem mudancas bruscas ou saltos ou ain-
da interrupcdes. Esse comportamento ¢ denominado continuo. Obviamente, no caso do ob-
jeto como a moeda, cara e coroa nio se alteram suavemente. O comportamento, neste caso,
ocorre necessariamente em mudancas discretas (ou saltos). Portanto, supondo que o tempo
tenha um comportamento discreto rotulado por niimeros inteiros, um mundo cuja evolucdo ¢ dis-
creta pode ser chamado de estroboscépico. Por outro lado, quando o sistema ¢ dindmico, quando
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o sistema varia com o tempo. Um sistema dindmico consiste em mais de que um espaco dos estados;
implicando numa lei do movimento, ou lei dindmica. A lei dindmica é uma regra que permite
conhecer o comportamento do estado dindmico em cada instante. E a regra que define como
vai ocorrer a transicdo de estado.

Uma lei dindmica muito simples é que qualquer que seja o estado em algum instante, o préximo
estado é o mesmo. Nesse caso existem duas historias possiveiss HHHHHH...e TTTTT T....
Se iniciar com H, o sistema permanecera H; se iniciar com com T, o sistema permanece T.

Figura 8 A lei dindmica para um sistema de dois estados

Qi
CH

O proximo sistema mais simples tem um espaco dos estados que consiste em dois pontos;
neste caso, a moeda tem dois estados possiveis (esse conceito serd importante mais a frente).
Imagine agora que a moeda pode ser cara ou coroa H ou T. Para a segunda lei possivel as setas
vio de H para T e de T para H. E possivel entio prever o futuro. Por exemplo, iniciando com

H, a histéria sera HTHTH TH T H T..... Se iniciar com T, a histéoria ¢ THTH T H T H....

Figura 9 Outra lei dindmica para um sistema de dois estados

HIl_ e

Posso identificar outra situacio com um sistema de dois estados, ou um bit, um sistema de
dois estados um sendo H e o outro T. Mais formalmente, inventamos um grau de liberdade
denominando de & que pode assumir dois valores, a saber +1 e -1. O estado H ¢ substituido por
&=+1eoestado T por & =-1. Classicamente, isso é tudo que existe para o espaco dos estados.
O sistema estd no estado &€ = +1 ou € = -1 e nio ha nada no meio. Na Mecinica Quantica,
vamos pensar neste sistema como um qubit (quantum Binary digiT).

Portanto a lei mais simples é apenas que nada acontece. Nesse caso, se formos de um
instante discreto (n) para o proximo (n + 1), a primeira regra da evolucdo é

(B7) En+1)=&Mm)

A segunda regra de evolucdo serd
(38) {(m+1)=-¢m)

Implica que o estado muda em cada etapa.

Bom, ¢ possivel construir varios exemplos simples, mas com um ntamero finito de estados
no espaco de estados. Pode-se generalizar a situacdo para um sistema dindmico com um nitmero
infinito de estados. Por exemplo, imaginando uma linha com, como uma linha de trem com
uma sequéncia infinita de estacdes em ambas as direcoes. Para descrever tal sistema, podemos
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rotular os pontos ao longo da linha por inteiros, igualmente como rotulamos os instantes
discretos de tempo acima. Como estd sendo usada a notacio n para os intervalos de tempo
discretos, agora sera usado V" para os pontos na linha.

Figura 10 Espaco dos estados para um sistema infinito

= 0 1 2 3

A forma da regra sera

B9 Nn+1D)=Nmn)+1
Sio possiveis outras formas (nem todas validas), por exemplo

Nh+D)=Nn) -1
Nh+1)=Nn)+2
Nn+1)=Nmn) —n?

(40) Nn+1)=—-1"W Nx1n)

Na Eq. (37), onde quer que ocorra o inicio, eventualmente chegaremos a todos os outros
pontos indo para o futuro ou indo para o passado. Dizemos que existe um tnico ciclo infini-
to. Com Eq. (39), por outro lado, dado o inicio com um valor impar de N, nunca chegara a
um valor par e viceversa. Assim, dizemos que existem dois ciclos infinitos.

No entanto existe um fato oculto que fomos descuidados. Um experimento ndo consiste
apenas de um exercicio matemdtico (ou um experimento mental) mas envolve um equipamento
M para realizar as medicdes e registrar os resultados das medicies. O processo envolve, sinais
elétricos, portanto correntes elétricas, cujos transportadores de carga elétrica sio electrons. Um
electron nio é o mesmo que um quark ou um neutrino. Mas mesmo um tipo especifico de
particula, como um electron, nio é completamente especificado por sua localizacio. Intrin-
seco ao electron estd um grau extra de liberdade chamado de spin.

No caso do sistema de dois estados, o equipamento M interage com o sistema (o spin) e
registra o valor de &. As particulas tém propriedades além de sua posicio no espaco. Por
exemplo, eles podem ou nao ter uma carga elétrica ou massa. Pense no aparelho como uma
caixa preta (algo que Ve ndo conhece como funciona) com uma janela que exibe o resultado
de uma medicdo. A seta para cima ¢ importante porque mostra como o aparelho esta orientado
no espaco e sua direcio implicard nos resultados das medicdes.
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Figura 11 (A) Aparelho giratério antes de qualquer medigio. (B) Spin e aparelho apés
uma medicdo resultando em +1. A rotacdo agora estd preparada no estado +1.
Se a rotagio nio for perturbada o aparelho mantém a mesma orientagio, todas
as medigdes subsequentes dardo o mesmo resultado. Os eixos coordenados
mostram nossa convengdo para rotular as diregdes de espago

Antes da medigio (A) Apds a medigio (B)

t . 1t

Spin Spin

Instrumento de medigio Instrumento de medigio

Fonte [Susskind & Friedman, 2015].

A figurinha mostra que apds a medigdo o spin aponta para cima § = +1. O spin esta
orientado para cima segundo o eixo z. Caso o spin nio seja perturbado ele mantera a mesma
orientacio e todas as medidas subsequentes dardo o mesmo resultado. Mas olhando para o apare-
lho, determinamos o valor de €. Todo esse processo constitui um experimento muito simples
projetado para medir €. Vale aqui a eq. 1. Antes que o aparelho interaja com o spin, a janela
estd em branco (marcada com um ponto de interrogacio). Depois de medir &, a janela mostra
+1 ou -1. Olhando para o aparelho, determinamos o valor de €. Todo esse processo constitui
um experimento muito simples projetado para medir £.

Ap6s a mediciao de &, volta-se as condicoes iniciais do sem provocar a perturbacio do
spin, e entio mede-se novamente. Supondo a lei simples da eq. 1, devemos obter a mesma
resposta que obtivemos da primeira vez; cujo resultado serd é=+1. Da mesma forma para
&=-1. O mesmo acontecera com qualquer nimero de repeticdes. Isso nos permite confirmar
o resultado do experimento. Também podemos afirmar da seguinte maneira: a primeira
interacio com o aparelho M prepara o sistema em um dos dois estados. Experimentos subse-
quentes confirmam esse estado. Nao hd aqui diferenca entre a Fisica Cl4ssica e Quantica. Se
fizermos uma rotacio no equipamento sem a perturbacio do spin os resultados se mantém;
isso significa que & representa o grau de liberdade que esta associado ao senso de direcio no

espaco [Gerlach & Stern, 1922].

Agora que medimos &, vamos redefinir o equipamento na condicio de trabalho neutro
e, sem perturbar o spin, medimos & novamente. Assumindo a simples lei da eq. 1, sera obtido
o mesmo responder como ocorreu da primeira vez. Esse resultado & = +1 sera seguido por
¢ = +1 e da mesma forma para & = -1. Isso serd verdade para qualquer numero de repeti-
coes. O fato é interessante porque nos permite confirmar o resultado de um experimento
concretamente. Também podemos dizer isso da seguinte maneira: A primeira interacio com
o equipamento M prepara o sistema para um dos dois estados. Experimentos subsequentes
confirmam esse estado. Até agora, ndo ha diferenca entre a Fisica Classica e a Quéntica.
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Agora vamos fazer algo novo. Depois de preparar a rotacio e medindo com M, é dada
uma rotacio de 180° no equipamento sem perturbar o spin previamente medido. O que
encontramos € que se nos originalmente preparamos £ = +1, o equipamento invertido regis-
tra ¢ = -1. Da mesma forma, se originalmente fixdssemos & = -1, o equipamento invertido
registra £ = +1. Em outras palavras, intercambiamos a rotacio do equipamento { = +1 ¢
& =-1. A partir desses resultados, podemos concluir que & é um grau de liberdade associado
ao senso de direcdo no espaco. Por exemplo, se & fosse um vetor orientado de algum tipo, entio
seria natural esperar que virando o equipamento inverteria a leitura. Uma explicacio simples
¢ que o equipamento mede o componente do vetor ao longo de um “eixo embutido no aparelho”.

Figura1l2 O aparelho é girado sem perturbar a rotagio previamente medida. Uma
nova medicdo resulta em —1

Rotagio de 180° do equipamento

di

Spin

2

equipamento

Fonte [Susskind & Friedman, 2015].

Se de fato & realmente representa a componente de um vetor ao longo da seta para cima,
espera-se obter zero. Por qué? Inicialmente, confirmamos que O estava direcionado ao longo
do eixo z, sugerindo que sua componente ao longo de x deve ser zero. Mas temos uma surpre-
sa quando medimos & : em vez de registrar = 0, o aparelho registraé =+1oué =—-1.0
aparelho apresenta um “registro teimoso”, nio importa para que sentido esteja orientado, ele
se recusa a oferecer qualquer resposta que nio seja & = 1. Se o spin é realmente um vetor,
¢ realmente muito peculiar. No entanto, o experimento repetido mostra mais ou menos uma
série aleatoria. H4 uma quebra do determinismo, mas de uma maneira particular. Se fizermos
muitas repeticoes, descobriremos que os numeros de eventos £ = 4+ 1 e eventos & = - 1 sdo
estatisticamente iguais. Em outras palavras, o valor médio de € ¢ zero. Em vez do resultado
classico, ou seja, que o componente de & ao longo do eixo X ¢ zero, descobrimos que a média
dessas medicoes repetidas é que tem valor zero.
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Figura 13 Equipamento sofre uma rotagio angular arbitriria no plano x-z.
A medida resultante é dada pelo valor médio do produto escalar
entre os vetores

Rotagio do equipamento para um angulo
arbitrario

24

Spin

Fonte [Susskind & Friedman, 2015].

Agora repetindo, mas em vez de girar M para coincidir com o eixo X, gire-o em uma dire-
cio arbitraria ao longo do vetor unitédrio . Classicamente, se ¢ fosse um vetor, esperariamos
que o resultado do experimento fosse a componente de & ao longo do eixo . Se estiver em um
angulo [l em relacio a z, a resposta classica seria [l = cosll. Mas, como vocé pode imaginar, cada
vez que fazemos o experimento, obtemos [ = +1 ou [ = 1. No entanto, o resultado é estatisti-
camente ¢ fortemente inclinado, de modo que o valor médio ¢ cos 8. Um novo experimento
no mesmo giro dara resultados aleatdrios + 1, mas com um valor médio igual ao cosseno do
angulo entre e . Em outras palavras, a média sera . Podemos resumir os resultados de nossa
experimentacio mental como segue: Se comecarmos com M orientado ao longo de “m e
confirmar que ¢ = +1, entdo a medicio subsequente com M orientado ao longo de da o
resultado estatistico .

DOS PARENTESIS DE POISSON A REPRESENTACAO DE DIRAC.

Um pequeno relato sobre o importante conceito introduzido por Paul A. M. Dirac em
1925 na Mecinica Quantica que representa a matemdtica bdsica da programacdo quantica. O
estado uma particula ¢ definido pela amplitude P (x,t) e o valor médio esperado da grandeza
fisica X(t) ¢ dado por

N—— S———
valor denstdade
médio

(40) (x(0)) = f . W oOP dx

probabllldade

Isso nido significa que serdo realizadas varias medidas para determinar o valor médio
como ocorre em experimentos convencionais de laboratorio. E a média (x (t)) das medicoes
feitas, todas no estado Y(x, t). Significa, separar um conjunto de particulas, cada uma no
mesmo Y(x,t) e medir a posicio de todas elas: (x(t)) ¢ a média dos resultados. Richard Feynman
[Feynman, 1948] fez isso para todas as trajetdrias possiveis de uma mesma particula. Conside-
re agora a pergunta: Qual prioridade deve existir: a do tempo sobre 0 espaco ou vice —versa! Nenhu-
ma das duas, o que ocorre na realidade ¢ bem diferente e a melhor resposta esta na otimizacdo,
niao hd mais necessidade da causalidade. Como anteriormente foi discutido [Amado, 2021], o
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resultado de uma medicdo ¢ um ntumero. Devemos ter niimeros bem como simbolos abstratos de
medicdo e nessa Algebra, as definicées 6bvias dos niimeros bdsicos 1 e 0 sio:

simpl‘:olo
4D 1 |agl=lug| e 0 .laal= 0

numero nimero

Dessa forma, valem os produtos

lajael = 1.]a;a,| & a; = ay
42) |a;ail|lara,| =
(42) |y ’“ @l { 0.la;apl =0 < a; # ay
Portanto

lea =a
(43) |aiaj||akag| =4. (aj,ak)laiagl com 8. (a]-, ak) = {0 o aj- ~ a};

Observe outro fato,

1. |aiaj| + 1. |al~aj| = (1 + 1)|aiaj|
1. |al-a]-| + 1. |al-aj| = 2. |aiaj|

(44) {

O conceito de estado de um sistema quéntico foi estabelecido no paragrafo anterior,
entio pensando um pouco mais sobre o que significa a operacio |ai,a].|, no experimento de
Stern e Gerlach, onde apenas uma particula identificada com o valor a, da propriedade A,
um breve a, permite uma leitura

Figura 14 A figura sugere a possibilidade de representar o estado de spin de um
dtomo de prata no experimento de Stern e Gerlach, por um tipo de
vetor em um novo tipo de espago vetorial bidimensional (espago
binirio).

para esquerda/ direita,

ou para baixe / para cima

ou ainda horizomal / vertical)

R
sim nao
0 1

O resultado na saida é uma particula a, . E como se a particula em principio a, fosse
destruida e em seu lugar fosse criada uma particula a,. Este ¢ um processo mental de duas
etapas que ¢ indistinguivel do mundo real. Sugere a possibilidade de representar o estado de
spin de um atomo de prata no experimento, por um tipo de vetor em um novo tipo de espaco
vetorial bidimensional, um espaco vetorial abstrato que ndo deve ser confundido com o espaco
bidimensional usual.

Com base nos principios gerais da Mecanica Quintica, a propriedade A sera medida com
o valor a, quando entra no equipamento; e como resultado na saida da sera a. Paul A. M.
Dirac [Dirac, 1939] desenvolveu uma notacio padrio para representar os estados quanticos
para tais processos, também ¢ utilizada para denotar vetores e funcionais lineares abstratos na
Matemdtica. A notacio associa a cada estado dindmico é um certo tipo de vetor denominado
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vetor ket e representado pelo simbolo |>. Assim por exemplo o ket u é representado pelo
simbolo [u>. Os kets formam um espaco vetorial linear em infinitas dimensées’, portanto qual-
quer combinacio linear de kets tem como resultado um vetor ket. O estado fisico por exemplo
no experimento SG usando atomos de prata é representado por

(45) |u) = aluy) + Bluy)
A soma é um ket.

Também ¢é conhecido da Algebra Linear, que podemos associar ao espaco vetorial, um
espaco vetorial dual. Dessa forma qualquer funcio linear dos kets possui uma propriedade de
superposicio caracteristica dos vetores que consequentemente ¢ denominada vetor bra repre-
sentado pelo simbolo <|. Assim uma funcio qualquer f (Ju>) define o bra <f|. O valor que
a func¢do toma para um ket |[u> particular ¢ um niimero complexo em geral que é representado
pelo simbolo <f | u>.

Entdo pode-se assim representar a ideia discutida simbolizada como

a; entra
e sai aj
—_———

(46) |aiq| = la)ajl
————
a;destruido
ajcriado

Isso representa um passo a frente, um produto de dois simbolos de um novo tipo. O pro-
duto ¢ conhecido como o produto externo, sendo considerado como um operador; portanto, é
fundamentalmente diferente do produto interno , que é apenas um numero. Um operador
deve atuar a esquerda de um ket ou a direita de um bra.

Axioma 2. Propriedade Associativa.

Dado o operador e o ket vale a associatividade:

47) (la:)(a;1)- lax) = la;)({aj] ax))

Se houver compatibilidade das propriedades algébricas apreendidas com a simbologia
|a, a].| com a simbologia de Dirac, entio ficard confirmada a validade da algebra do processo
experimental; assim

|ai)(aj|ak>(a£| = 5(aj'ak)|ai)(a£’| = (aj|ak>

Portanto
(48) (a|ax) = 8(a;, ax)

O significado fisico ¢ consistente desde que se considere que a, represente a situacio final
e a, a situagio inicial

a;=a;: Sim, representado por 1

(49) (a;]ay) = {

a; # a; : Nao, representado por 0

Agora, de forma mais geral relativo ao experimento de SG, primeiro medimos alguma
propriedade A e selecionamos o resultado particular a, que simbolizamos pela criagio de uma
particula a, indicando . Sequencialmente ¢ realizada uma outra medicio B (sem especifica-

2 Espaco de Hilbert, denominacio dada apos David Hilbert, em sua publicacio de 1912, generalizar a nocio de
Espaco Euclidiano. Ele estendeu os métodos da Algebra Vetorial e Calculo do espaco tridimensional para

espacos com qualquer numero de dimensdes, in BOURBAKI, 2003 e BOURBAKI, 1967.
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¢io) e simbolizado por M() de tal modo que Na etapa final ocorre a aniquilacio (detec¢do)
de a, = a produzindo um ntimero que ¢ uma probabilidade

(50) P(a; M(B)) = (a;|M(B)|a;)
Podem ser considerados trés tipos de medicdo:

12) a medida B que seleciona b _

(51) M(B) = |byXby| = P(ai, by, bm|) = P(a;, by) = (a;|bm)(bmla;)

2°) a medida B que seleciona qualquerb_oub _ondeb_#b_
(52) M(B) = |by){bm| + |bp){by|

:P(aii bmou bn) = (ailbm)<bm|ai> + (ailbn)(bnlai> = :P(ai: bm) + ?(ai’ bn)
32) a medida B que seleciona todo b_sem influencia

(53) M(B) = ) by} bl = 1
(54) Pan1) = ) (@ilbp)bulas) = (@illla) = ) Playbp) =1

Entdo ¢ verdade que a medicdo menos especifica que selecionab_ou b , que tem ambos os
atomos feixe transmitido, tem um resultado com a maior probabilidade:

(55) :P(ai' bm) + ?(ail bn)
Esse ¢ o resultado da medicdo menos especifica e que tem a maior probabilidade. No caso da
medida B, quando ela for apenas A, supondo também que b_ = a,
1 a; = a]-
0=a; # a;

(56) ?(ai, a]-) ={

= 6(a;,a;)
Realmente

7 (aly)ea) = [6(a; q)]" = 6(as o)

Que tipo de niimeros sdo os tal que estd neste intervalo e ndo é um nimero negativo ou
complexo. Existem duas possibilidades:

1) (ailbm) ERe (ailbm) = (bmlai) :P(ai’bm) = [(ailbm)]z =0

Automaticamente desde que a soma de todas as probabilidades ndo negativas seja igual a
1. Na verdade, um esquema apenas com ntimeros reais, no qual nio existe nimero ao
quadrado igual a -1, ndo funciona.

i) {@;|bym) € Ce(bpla;) = {a;|bm)* = P(ay, by) = [{a;lby)]* = 0
A construcio de probabilidades como quadrados absolutos fornece um nome para os
numeros complexos : amplitude de probabilidade. Representa, portanto, a amplitude de pro-

babilidade de ir de um estado qualquer para outro. E facil verificar que se operador X é
dado por entio seu conjugado
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(58) X = x| = X* = | )i
Devido ao Axioma 2
(59 ({5 DX 1x) = ({5 1X) (Ux:)) = (71X |x:)
Portanto, para o operador hermitiano X
(60) {x;1X1x;) = {x;|X1x;)
Teorema 6

Os autovalores de um operador X hermitiano sdo reais, os autokets de X correspondentes aos dife-
rentes autovalores sdo ortogonais.

Seja
X[x1) = x1]x1)
Por hipdtese X é hermitiano, entido
(x2]X = x5(x;]
Aqui x,. x,, x,,...s30 os autovalores de X. Multiplicando a primeira por a esquerda
(2| X[x1) = (x2]x1|x1)

Multiplicando a segunda por a direita e subtraindo

(2] X[x1) = x5(x2]x1)

(xa]2q [21) — 25211 ) = x9(x2 |21 ) — x5(x2|x1) = (21 — x5){x2|x1) = 0

Os valores x, e x, podem ser iguais ou diferentes. Supondo que sio diferentes

(x1 —x3) = (x1 — x3)

N3o sdo nulos, entio
(x2]x1) =0

O que prova a ortogonalidade. O teorema garante a realidade dos autovalores sempre que
o operador for hermitiano.

Em relacio a medicdo, ¢ fato que sempre faz com que o sistema salte para um estado
préprio da varidvel dindmica que esta sendo medida. Isso significa que antes que uma medicdo
do observdvel A seja feita, o sistema ¢ assumido como representado por alguma combinacio

linear dos kets
61) la) = ) cqlai) = ) lai) (aila)

i i

Quando a medicdo ¢ realizada, o sistema assume um dos autoestados do observdvel A, por
exemplo [a,), ou seja
medida de A

(62) la) 5 )

E instrutivo considerar o caso da particula com spin S como na experiéncia de SG, re-
presentando na base ket |S, +) ou [S, -) por exemplo, quando um dtomo de prata com uma
orientacio de spin arbitrdria mudara para qualquer S. Portanto, uma medicdo geralmente muda
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o estado (como mostrado nos paragrafos anteriores). A tinica excecio ¢ quando o estado ja esta
em um dos autoestados do observdvel sendo medido, caso em que

medida de A
~”~
63) la;y = lay)

Quando a medigio faz com que |a)mude para [a), dizse que A ¢ medido como a. E
nesse sentido que o resultado de uma medicdo produz um dos autovalores do observdvel sendo
medido.

O estado de um sistema fisico antes da medicdo, nio permite saber com antecedéncia em
qual dos vérios |a) o sistema sera definira como resultado da medicdo, dado por

64 1) = ) cqla) = ) la){aila)

7
No entanto, a probabilidade ou mais corretamente, a amplitude de probabilidade, de saltar
para algum |a,) em particular ¢ dada por

(65) P(la) = [{|ay)|a)|?

Embora o comentario seja sobre um tinico sistema fisico, para determinar essa amplitude
de probabilidade empiricamente, deve-se considerar um grande niimero de medicées realizadas
em um conjunto; isto ¢, uma colecio de sistemas fisicos preparados de forma idéntica, todos
caracterizados pelo mesmo ket |a).

A interpretacio da amplitude de probabilidade para o quadrado do produto interno ({ a,
|a ))? ¢ uma postulacio fundamental da Mecanica Quantica. Refletindo sobre isso para um
caso extremo, onde um suposto estado ket |a,) resultado da medicdo para ser igual a 1, que é
justamente esperado. Realizando novamente a medicdo de A, é obtida claro, apenas |a.); pois
as medicées repetidas e sucessivas do mesmo observdvel produzem o mesmo resultado. Se, por
outro lado, estamos interessados amplitude de probabilidade do sistema inicialmente caracte-
rizado por |a,) assumir algum outro autoket |aj) com a, # a, entdo a amplitude de probabilidade
se anula devido a ortogonalidade entre os kets.

Do ponto de vista da teoria da medicdo, kets ortogonais correspondem mutuamente a alter-
nativas exclusivas como por exemplo no caso dos spins, se o sistema estd em |S, +) certamente
ndo estara em |S, -). Além disso, as probabilidades para as varias possibilidades alternativas
devem totalizar a unidade. Ambas as expectativas sio atendidas pela amplitude de probabilidade

para P(|a)).

O wvalor esperado (ndo ¢ autovalor) do observdvel A tomado em relacio ao estado |a)

(66) (4) = (alA|a)

Para ter certeza de que estamos nos referindo ao estado |a), pode-se usar uma a notacio
(A), para simplificar; mas (A) =(a|A|a) ¢ uma defini¢do; no entanto, concorda com a nogao
intuitiva de valor médio medido porque pode ser escrita como

probabilidade
de obter a;
2
66 =Y o [ala
i valor
medido

Para esclarecer ainda mais o significado das medigoes na Mecdnica Qudntica, usa-se a nocao
de uma medicdo seletiva, ou filtro. No paragrafo I11.1 foi considerado o arranjo do experimento
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de SG. Esse experimento permite o uso de um bloqueio para um dos componentes e dessa
forma apenas um dos componentes de spin sai do aparelho, como na figurinha

Figura 15 A medicdo idealizada no diagrama é seletiva e realizada pelo
equipamento, bloqueando uma das componentes, analogo a

polarizacdo da luz e ao experimento de Stern- Gerlach.

|a.>

lo> ’

Medigao de
A

la> com a; #a

Medida seletiva

Matematicamente, podemos dizer que tal medida seletiva equivale a aplicar o operador

|a,)(a| sobre |a), ou seja |a,}{a,|a). Entdo, ¢ possivel apresentar algumas conclusoes es-
senciais:

i) A propriedade de composicio das funcdes transformacio e sua interpretacio em am-
plitudes de probabilidade implicam que a dlgebra de medicdo pode ser realizada como um
conjunto de operadores lineares em um espaco complexo com métrica hermitiana.

ii) Com cada estado maximalmente filtrado (isto ¢, puro) é caracterizado pelos niimeros
quénticos, a, , associado associar um vetor ket [a,) e um vetor dual bra (a,, onde o con-
junto {|a)} ¢ uma base ortonormal do espago vetorial e {(a |} ¢ uma base ortonormal do
espaco vetorial dual.

iii) A medicdo ¢ um operador projecdo |a ){a | sobre o estado |a), sendo operador hermitiano
correspondendo ao observdvel A, onde |a,) ¢ o autoket de A cujo autovalor é a..

iv) Somente operadores hermitianos com um conjunto completo de autokets podem ser
candidatos a observdveis.

v) A algebra dos observaveis e o produto escalar entre estados (as probabilidades) sio inva-
riantes sob transformacdes unitdrias (uma afirmacdo aqui feita sem demonstrar) e como
consequéncia operadores unitdrios formam um grupo.

vi) Como qualquer ket pode ser definido a partir de outro por uma combinacdo linear de
simbolos de medicdo, todos os kets devem ter significado fisico, ou seja, correspondem aos

estados fisicos [Gottfried, 2018]

FISICA E COMPUTADORES

Em meados da década de 1970, a partir do aperfeicoamento do hardware, uma longa
série de aperfeicoamentos tecnoldgicos originario das pesquisas em Fisica no dominio dos
semicondutores, levou a invencdo do transistor (transfer -resistor, um dispositivo semicondutor)
substituindo as valvulas eletronicas (que suprimia todos os atritos mecinicos que constituiam
um limite intransponivel da velocidade das operacoes, como aquelas da mdquina de Babbage,
mas limitadas pelo alto consumo de energia e geradora de calor, as perdas térmicas).
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A utilizacdo das memdrias de niicleos magnéticos, levou alguns fisicos a questionar as possi-
veis conexdes entre Fisica e Computacio. Inicialmente, esses esforcos se concentraram em
entender a Termodinamica da Computacio cldssica [Amado, 2002], fazendo perguntas sobre
a quantidade de energia que poderia ser gasta para realizar um determinado processamento,
o quanto de calor ¢ dissipado quando um bit é apagado da memoria, existindo limites fun-
damentais na taxa de informacoes que podem ser processadas e se existe um limite superior
para a velocidade de processamento [Margolus, 1996; Deutsch, 1982; Amado, 2002].

A idealizacio tedrica de computadores hipotéticos levou a experimentos mentais que revela-
ram algumas conexdes intrigantes entre a reversibilidade légica e a reversibilidade termodindmica.
Certas operacdes logicas, como a operacio NOT, sdo logicamente reversiveis porque, dado o co-
nhecimento do bit de saida, vocé pode inferir o bit de entrada sem ambiguidade e vice-versa.

Figura 16 Diagrama de bloco e circuito hipotético equivalente
|ENTRADA | saiDA |

1 _ A | NOTA|
NOT - |~.h i . | |
| > 0 1

1 0

§

[,

Fonte [CLeawater and Williams , 1997]

Por outro lado, outras operacdes, como o bit a bit- AND (&) de dois bits, sio logicamente
irreversiveis porque nem sempre ¢é possivel inferir os bits de entrada com o conhecimento
apenas do bit de saida. Por exemplo, se o bit de saida for 0, os bits de entrada podem ser 00,

10 ou O1.

Figura17 Operagio de dois bits
Tabela verdade

ENTRADA SAiDA
A B |AANDB

—_— 0| o0 0
AND & — A-B
— 0 1 0
1

0 0

adp

D— 1 1 1

R

entiads AL) o |0 saida
mmn]jo_K}_

Fonte [Cleawater & Williams, 1997]
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Em 1987 o fisico da IBM Charles H Bennett, com base no trabalho de Leo Szilard (1898-
1964) publicado em 1929, mostrou que qualquer operacio logica irreversivel dissiparia uma
quantidade minima de energia. Na verdade, isso ocorre sempre que um processamento compu-
tacional descarta informacées, como tomar o bit a bit AND de dois bits, 0 e 1 ou apagar um
bit de um registro de memoria. No entanto, uma operacdo logicamente reversivel nao precisa
dissipar energia. Bennett foi capaz de mostrar que uma mdquina de Turing logicamente reversivel
completa era uma possibilidade tedrica [Bennet, 1973]. No entanto, para realmente construir
um computador reversivel, seriam necessarias portas légicas reversiveis.

Assim, tornou-se uma questio interessante saber se existia uma porta légica cldssica que
fosse reversivel (no sentido de que suas entradas pudessem ser usadas para inferir suas saidas e
vice-versa) e universal (no sentido de que qualquer funcio computivel pudesse ser calculada
usando um circuito construido com tais portas). A priori nio era muito claro se tal porta logica
seria possivel.

Em 1982, o fisico italo-americano Tommaso Toffoli, um dos pais do automato celular
[Amado, 1996] e o fisico norte americano Edward Fredkin do Laboratério de Ciéncias da
Computacio do MIT, criaram uma porta légica provando que as Leis da Fisica Cl4ssica permi-
tiriam uma reversibilidade universal de uma porta logica classica [Fredkin & Toffoli, 1982].
Posteriormente esse dispositivo foi redesenhado de uma maneira mais pratica usando fotons
para codificar bits com as técnicas da Optica ndo linear, foi implementado pelo fisico teo-
rico australiano Gerard. ]J. Milburn desenvolveu um modelo 6ptico simples para uma porta
légica reversivel e potencialmente livre de erros em condicdes operacionais muito especificas, um
dispositivo que ndo dissipa energia e faz uso da nio linearidade para produzir mudancas de
fase dependentes da intensidade. Seu estudo ¢ um dos primeiros que envolve diretamente os
conceitos da Mecanica Quantica [Milburn, 1989].

No inicio da década de 1980 norte americano Paul Bennioff, do Argonne National La-
boratory, baseou-se nos resultados anteriores do fisico tedrico alemio Rolf Landauer (1927-
1999) um especialista em fisica da informacdo (aluno do fisico francés Léon Nicolas Brillouin,
praticamente o criador da Ciéncia e Teoria da Informacio) e Charles Bennett, para mostrar
que um computador poderia, em principio, funcionar de maneira puramente quintica [Ben-
nioff, 1980]. Ele idealizou um modelo quintico da mdquina de Touring, baseado no classico
estudo de Bennett das mdquinas de Touring reversiveis, ja comentado acima. Mostrou que
para cada numero na mdquina de Turing Q, existiria uma funcdo hamiltonian H e uma classe
de estados iniciais apropriados ¥, de tal modo que se l,bQN(O) ¢ um estado inicial, entdo
para qualquer instante temporal t, implica . Logo depois, David Deutsch, do Instituto de
Matematica da Universidade de Oxford, e outros cientistas nos EUA e em Israel comecaram
a modelar computadores qudnticos para descobrir como eles poderiam diferir dos classicos. Em
particular, eles se perguntavam se os efeitos da Mecanica Quéntica poderiam ser explorados
para acelerar os calculos ou para realizar calculos de novas maneiras.

A primeira ramificacio, chamada de observacio paralela, é: Vocé pode fazer isso com
um novo tipo de computador, um computador quantico! Richard Feynman [Feynman, 1985]
apresentou a resposta mostrando que ¢ possivel simular isso num sistema quéntico, como
elementos de computador qudntico. Nao ¢ uma maquina de Turing, mas uma maquina de um
tipo diferente. Iniciamos desconsiderando a continuidade do espaco e a tornando discreta, e as-
sim por diante, como uma aproximacio, da mesma forma que nos permitimos fazer no caso
classico. O Principio da Incerteza nio ofereceria algum impedimento?! Nao necessariamente;
pois um resultado da Ciéncia da Computacio conhecido é que um computador universal pode
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ser idealizado a partir de uma rede adequadamente complexa de elementos primitivos inter-
conectados.

Seguindo a analise classica usual, podemos imaginar as interconexdes como condutores
ideais sob tensdes padrio, representando os estados 1 e 0, que classicamente representa a
unidade de informacio elementar (um sistema fisico pode ser, por exemplo, um interruptor
que pode estar aberto 0 ou fechado 1, ou um ima cuja magnetizacio pode ser orientada em
duas direcoes diferentes, para cima 0 ou para baixo 1). O andlogo quantico de um bit seria como
uma particula de dois estados; e estendendo a pratica comum em usar o mesmo termo bit que
descreve o sistema classico de dois estados para representar o valor do bit abstrato. Mas o uso
de um unico termo para caracterizar tanto o bit abstrato (0 ou 1) quanto o sistema fisico, cujos
dois estados representam os dois valores ¢ uma fonte potencial de confusio. Para evitar tal
confusio, podemos fazer analogia com Paul Dirac para descrever quantidades classicas e suas
generalizacoes da Mecanica Quantica: o cnumber e gnumber; entio teriamos o termo Cbit (C
de classico) para descrever o sistema fisico classico de dois estados e Q-bit para descrever sua
generalizacio quintica. Esta terminologia acabou sendo aceita com uma pequena alteracio:
bit (para o cldssico) e Q-bit para descrever sua generalizacio quéntica, que infelizmente foi
adaptado absurdamente para o qubit ortografico (ndo confundir com a medida inglesa cubit),
uma invencido de Benjamin Schumacher [Schumacher, 1995].

A denominacio surgiu a partir da analogia entre o conceito de entropia de um sistema
qudntico proposta pelo o génio da Matematica do séc. XX, John von Neumann (1903- 1957)
[Neumann, 1996], um aluno do lend4rio matematico htingaro Laszlé Ratz (1863 - 1930) e o
conceito de entropia do pai da Teoria da Informacio, o engenheiro eletronico norte- america-

no da AT&T- Bell Laboratories, Claude E Shannon (1916- 2001)

Entropia de Shannon H(A) = —Y,,P(a)log, P(a)

67
(67) Entropia de von Neumann S(p) = —Trp.log,p

De fato, se nés interpretarmos as probabilidades P(a) da entropia de Shannon como os au-
tovalores do operador densidade p da entropia de Neumann, entdo S(p) é numericamente igual
a H (A). Embora com aparente similaridade esses dois conceitos sio igualmente diferentes,
pois a diferenca ¢ percebida quando se considera uma fonte de sinal quantico, que pode ser
parte de um sistema de comunicacio quintica, um dispositivo que codifica cada mensagem
a da fonte A em um estado-sinal |aQ) de um sistema quantico Q. Entio o conjunto de sinais
da fonte de sinal ira ser definido a partir dos operadores densidade T, que sao as projegdes T =
la )(a,| (usando aqui a notagdo apreendida acima)

68) p=) Pl@m,

A entropia S(p) de von Neumann serd igual a entropia da mensagem de Shannon somente no
caso particular quando os sinais |a,) forem ortogonais entre si, revelando aqui os auto-estados
de p. Nos casos em que isso ndo acontece S(p) <H (A) e os auto-estados p podem nio ser uma
relacio simples envolvendo os estados sinal. Entao nenhum observdvel decodificado sera sufi-
ciente para recuperar o contetido completo da informacio da mensagem emitida pela fonte
de sinais quénticos. O teorema de Kolevo [Schumacher, 1995; Holevo, 1998] prevé a coneccio,
dando uma informacio tedrica sobre o significado de S(p), ndo prevendo a interpretacio em
termos de informacdo cldssica; e dessa maneira as unidades de informacdo qudntica, os g-bits na en-
tropia de von Neumann de um sistema vao representar o niimero médio de unidades de informacdo
necessarios para codificar os estados do sistema num processo de codificacio ideal. Entio a
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entropia qudntica S ¢ a medida dos recursos fisicos necessarios para representar o conteudo de
informacio de um sistema [Stonier, 1990] em estados mistos, uma vez que o estado misto surge
a partir do processo estocdstico ou pelo rastro decorrente do entrelacamento quintico com o
mundo externo. A entropia qudntica é medida em Q-bits.

Os tnicos estados que um Chbit pode ter sdo definidos pelos vetores bidimensionais or-
tonormalizados [0) e |1); 0s Gnicos vetores com algum significado classico em todo o espago
vetorial bidimensional. Felizmente, a natureza nos forneceu sistemas fisicos, Q-bits, descritos
por estados que ndo sofrem dessa limitacio. E pratica comum chamar o simbolo |0) ou |1)
de estado do Chbit, usando assim o mesmo termo para se referir tanto a condicio fisica do
Cbit quanto ao simbolo abstrato que representa essa condicio fisica. Nao ha nada de inco-
mum nisso, por exemplo, geralmente se usa a palavra posicdo X na Mecanica para se referir a
posicio fisica de uma particula ou corpo. Isso é uma pratica comum, embora pouco notada,
chamando a atencdo para o fato que no caso quantico, estado se refere apenas ao simbolo,
ndo havendo propriedade interna do Q-bit que o simbolo representa. E um vetor de estado unitdrio
pertencente a um espaco wvetorial complexo, o espaco bidimensional de Hilbert identificado com
C?, conhecido como espaco dos estados; o Q-bit, ¢ portanto, descrito por sistemas de dois niveis
da Mecinica Quantica, como os dois estados de spin 1/2 ou os estados de polarizacio trans-
versal e longitudinal de um unico féton, com a diferenca em relacio ao Cbit de que o estado
fisico ¢ descrito por amplitudes complexas.

Dessa forma podemos matematicamente sempre identificar o espaco bidimensional de Hil-
bert com C? (0 espago Q-bit onde esta estocada a informacio contida no Q-bit) escolhendo con-
venientemente o conjunto maximo dos pares de vetores unitdrios ortogonais, linearmente
independentes num espaco linear munido do produto escalar. Como na Mecinica Quantica
o espaco dos estado de um sistema quantico consistindo das posicdes, momentos, polariza-
coes, spins, etc de varias particulas ¢ modelado no espaco de Hilbert das funcoes de onda, na
Computacio Quantica sio necessarios apenas os sistemas quénticos finitos o suficiente para
considerar o espaco vetorial complexo dimensionalmente finito, munido do produto interno
0 que portanto nio ocorre no mundo da computacio classica, onde cada Cbit ¢ mapeado por
“particulas quénticas” de dois estados, os Q-bits (ndo valendo o inverso). Quando trabalha-
mos com n Q-bit, cada um ¢ vetor unitirio no espaco de Hilbert C*@® C*Q C*Q....» C% com
uma base natural para esse espaco consistindo de 2" vetores

0)®[0)®]0) - ®]0)
(69) 10810810} I)

DRIL®I1) - ®|1)

que por brevidade os produtos tensoriais sao identificados por

(70)  |x)®x2)®|x3) - ®xp) = |x1X2X5 X)) = |x) /X EL

Portanto uma representacio bindria do nimero X € Z, um numero entre 0 e 2271, Entio
por exemplo, o Q-bit € representado no espaco bidimensional C*® C?= C* com base {|0), | 1)}

) 1o =[g] e =[]
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Em C* os vetores da base operam segundo

1
o [lefg]=1o
nl
0
o [ef]=lo
nl
0
oo lef]=]3
n
0
o5 [efi]=o
1

Os vetores serdo respectivamente |00), [01), [10) e |[11) e C* é o espaco das superposices;
de modo que diversas transformacdes podem ser efetuadas sobre um sistema fisico (embora
as transformacoes lineares num espaco vetorial sejam representadas por uma multiplicacio
matricial), lembrando que a condicio de normalizacio deve ser estar satisfeita pelo estado do
sistema quéntico antes e apds a transformacio.

Para um tnico Q-bit, o vetor [P) é escrito em forma vetorial como
(76) ) =al0)+b|1)/ a,b € Ce |P)P| = lal®> + |b|? =1

Aqui as quantidades |a|? e |b|? sdo as probabilidades que definem se o Q-bit esta no esta-
do |0) ou |1). Também mais geralmente, pode ser escrito

7)) =aloy+biv =af] + [ = [g] + [}] = [}

Um estado arbitrario de um sistema com dois Q-bit num espaco vetorial de quatro dimen-
soes é escrito na forma

(78) 1) = 01100} + ;1) +a3]10) + @, [01) / a; € Ce ) (@)’ =1
i=1
Em geral um sistema com n Q-bit pode ser representado por 2" numa sequéncia de 2"
Q-bits de estados puros distintos por 2" coeficientes complexos

2n—1 2n—1
(79 W)= ) aulx)/ aeCe ) (@) =1
i=0 i=0

Como cada Q-bit adicional dobra o ntimero de estados puros representado e poste-
riormente manipulado por operacoes logicas em a cada passo do ciclo que o componente
consegue realizar a cada segundo, podemos concluir que a Computacio Quéntica oferece
potencialmente em escala exponencial o poder de computacio com apenas um aumento
polinomial nos recursos de dados. Os computadores quinticos revolucionario a computacio
de uma forma profunda devido 4 enorme aceleracio que eles prometem.
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CONCLUSAO

Este artigo considerou o minimo tedrico para iniciar uma caminhada no estudo da tec-
nologia nascente da Computacio Quantica. Embora a Computacio Quéntica seja uma ex-
tensio da Computacio Cldssica para o processamento de informacdes quanticas, usando
sistemas como datomos individuais, moléculas ou fétons, tem o potencial para conduzir uma
revolucio espetacular na Ciéncia da Computacio.

Finalizando com um ultimo exemplo, os atomos de Hidrogénio poderiam ser usados
para armazenar bits de informacdo em um Computacio Quantico. Um dtomo em seu estado
fundamental, com seu elétron em seu nivel de energia fundamental, pode representar um 0;
o mesmo dtomo em estado excitado, com seu elétron em um nivel de energia mais alto pode
representar um 1. O bit do 4tomo, 0 ou 1, pode ser invertido para o valor oposto usando um
pulso de luz laser (em comprimentos de onda do amarelo). Se os fétons no pulso tiverem a
mesma quantidade de energia que a diferenca entre o estado fundamental do elétron e seu
estado excitado, o elétron saltard de um estado para o outro. A leitura do bit que um dtomo
armazena ¢ feita usando um pulso de laser com a mesma quantidade de energia que a dife-
renca entre o estado excitado do atomo, chamado E,, e um estado ainda mais alto e menos
estavel, E,. Se 0 atomo estd em seu estado fundamental, representando um 0, esse pulso nio
tem efeito. Mas se estiver em E,, representando um 1, o pulso o empurra para E,. O atomo
entdo retornard a E, emitindo um foton revelador.

A Computacio Quintica pode parecer um tépico para ficcio cientifica, mas pequenos
computadores quinticos existem ha varios anos e miquinas maiores estio na mesa de pro-
jetos. Quantidade de informacdes processadas com recursos de escala linear na melhor das
hipéteses, os calculos quanticos, empregam fendmenos quinticos interagindo para permitir
que a quantidade de informacio processada esteja numa escala exponencial em termos de no
numero de bits quanticos, os qubits, no sistema.

Ao contrario do que as vezes se 1é nas redes sociais e na midia de popularizacio, os com-
putadores quinticos nio levam a uma computacio exponencialmente mais rapida em geral
(assim como o emaranhamento leva a uma comunicacio mais rapida que a luz). De fato, o
conjunto de problemas computacionais até onde sabemos, os computadores quanticos per-
mitem uma aceleracio substancial ainda ¢ bastante pequeno, e podemos de fato provar que
para muitos outros problemas os computadores quinticos nio sio melhores que os compu-
tadores classicos [Aaronson, 2008].

Em termos tecnoldgicos, arquiteturas fazendo uso da da tecnologia de semicondutores
de oxido metilico complementar CMOS, tem sido propostas, envolvendo baixissimas tem-
peraturas, da ordem de -150 °C (criogenia); como a chamada CriooCMOS, que aproveita a
infra-estrutura de fabricacio CMOS, enquanto explora a continua melhoria de desempenho
e miniaturizacio possibilitando a fabricacio de um computador qudntico prdtico como tem
sido proposto pela equipe do IARC Centre of Excellence for Engineered Quantum Systems,
da University of Sydney, na Australia [Pauka, et all, 2021]. A eletrénica CMOS criogénica
(crio-CMOS) podera permitir interconexdes vidveis e compactas entre o controlador e o pro-
cessador quéntico. No entanto, projetar circuitos integrados crio-CMOS ird requerer um
novo conjunto de modelos de dispositivos CMOS, sua incorporacio em ferramentas de pro-
jeto e verificacdo, e a possibilidade de co-simular o crio-CMOS/arquitetura do processador
quéantico para otimizacio de todo o sistema. Essa possibilidade da utilizacio da tecnologia
crio-CMOS, permite na analise das perspectivas de dimensionamento de sistemas de Compu-
tacio Quantica uma possibilidade interessante que poderia ser implementada com algumas
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alteracdes no LPCIAD- Laboratorio de Projetos de Circuitos Integrados Analogicos e Digitais
da Universidade Catolica de Santos.

Deixando de ser apenas uma diversio dos fisicos tedricos sobre a abengéncia da Me-
cinica Quantica (causando pénico entre os matemadticos e cientistas da computacio), os
Computadores Quanticos estdo se aproximando da realizacio, e eles podem ter um impacto
significativo na sociedade em vidrias dreas. Primeiro, eles poderdo quebrar grande parte da
criptografia atual, colocando em risco a economia digital, embora também fornecam alterna-
tivas criptograficas. Em segundo lugar, eles serdo capazes de otimizar melhor todos os tipos
de processos, levando a ganhos de eficiéncia. Terceiro, eles permitirio uma simulacio muito
mais rapida de sistemas envolvendo os conceitos da Mecanica Quintica, com um melhor
potencial para desenvolver design de drogas, materiais, etc.
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