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RESUMO

Analisando as Leis de Kepler em duas dimensdes, Newton descobriu uma
prova topoldgica surpreendentemente moderna da transcendéncia das
integrais abelianas. Em nosso artigo, descrevemos os dois teoremas de
Newton e também alguns outros teoremas matematicos (mais ou menos
explicitamente) contidos nos Principia Mathematica, parcialmente sugeri-
dos por Newton.

PALAVRAS-CHAVE

Ovais, curvas suaves algebricamente integraveis e algebricamente ndo — in-
tegrdveis.

INTRODUCAO

ecentemente voltei a trabalhar em um projeto que iniciei um

2018, cujo objetivo é fazer um comentdrio sobre um manuscri-

to de Isaac Newton entregue a Edmond Halley, o astrdonomo e

atematico real, quando este visitou Cambridge em 1684: De

Moto Corporum in Gyrum (um pequeno tratado de Mecanica Celeste de nove

paginas); que acabou por impulsionar a publicacio da primeira edicio dos

Principia Mathematica (como é mais conhecido) em 1686. NEWTON, 1729;
1999; 2002)

Ao fazer a leitura desse documento, que ¢ encontrado nas publicacoes
de John Herivel (HERIVEL, 1965,p. 257) e Derek Thomas Whiteside
(WHITESIDE, 1974, p.30) e comparando com as revisdes que aparecem nos
Principia na forma de Proposicoes, me deparei com dois famosos teoremas
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matematicos, os quais coincidentemente tive contato hd muitos anos atras: Proposicio XXX
seguida do Lema XXVIIL. Os matematicos da época, inclusive o proprio Halley, preocupados
em compreender a Mecanica Celeste de Newton, nio tomaram consciéncia desses teoremas,
em especial o Lema XXVIII.

Fundamentalmente o fato ¢ que Newton analisando a 2¢ Lei de Kepler em duas dimen-
soes, descobriu uma prova topoldgica surpreendentemente moderna da transcendéncia das inte-
grais abelianas. Essencialmente, a prova de Newton baseia-se na andlise de uma determinada
construcdo muito moderna (equivalente ao estudo de uma superficie de Riemann para cur-
vas algébricas), e, portanto, isso dificultou seu entendimento.

Esses teoremas sio de suma importincia tendo além disso, seu valor historico, ja que
integrais abelianas sio ensinadas nos cursos iniciais de Calculo Diferencial e Integral. Como
mencionado acima, essas demonstracdes ficaram incompreensiveis para os contemporaneos
de Newton tanto quanto, por incrivel que pareca, também para a maioria dos matemdticos
do século XX, particularmente os ja graduados e professores que atuam no ensino de qual-
quer nivel, os quais foram educados no movimento internacional da Matemdtica Moderna,
surgida na década de 1960, estruturada no formalismo e rigor dos fundamentos da Teoria dos
Conjuntos e da Algebra das funcées de varidvel real. Com uma formacio profissional pautada
por pressupostos minimizantes (se nio, preconceito), nunca foram instigados nem ao menos
tiveram um pouco de curiosidade em folhear os Principia Mathematica, simplesmente consi-
derado como um livro de Fisica para fisicos.

Este artigo pretende apresentar uma transposicio diddtica dos dois teoremas e de alguns
outros. Para isso faremos uso de um conjunto de textos, em especial e com maior intensidade
o estudo minucioso de Vladimir Arnold (1937- 2010), um dos maiores mateméticos do séc.
XX, e V. A. Vasil’ev, que inicialmente apareceu no periodico popular de ciéncia editado pela
Academia de Ciéncias da URSS e da Academia de Ciéncias Pedagogicas da URSS, a Kvant.
(ARNOLD; VASILEV, 1991; ARNOLD; VASILEV,1989)

A VERIFICACAO DOS TEOREMAS DE NEWTON

Teorema 1 (Proposicao XXX - Problema 22).

Encontrar, em qualquer tempo determinado, o lugar de um corpo que se move em uma dada pard-

bola.

Seja S o foco e A o vértice principal da pardbola e P a posicio instantinea do corpo na
paribola
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y=4ax=4AS x

Tracando uma perpendicular no ponto médio G do segmento de reta ASEAQO (eixo x) e a
normal a SP no seu ponto médio interceptando GY em H. Como o ponto P se move ao longo
da pardabola sob a acio de uma lei que varia com o inverso do quadrado da distancia centrada em S,
o ponto H move-se ao longo de GY com wvelocidade uniforme igual a uma fracio da velocidade
de P no vértice:

(AG)? + (GH)? = (GS)? + (GH)? = (HS)? = (HP)?

Mas
(HP)? = (H'H)? + (H'P)? = (A0 — AG)* + (PO — GH)?
(HP)? = (A0)? + (P0)? + (AG)? + (GH)? — 2A0.AG — 2P0.GH
(HPY?
Logo

2P0.GH = (A0)? + (P0)? — 2.AOAG

Como AO e PO representam na notacio atual as coordenadas x e y de P, pela equacio da
parabola dada

(P0O)?
4AS

y2 = 44S.x = (P0)? = 4AS.A0 < A0 =

1
2AG = AS = A0 AS =—(P0)?
it 4

1
2.A0AG = (P0)?

Inserindo esse resultado na equacio

2P0.GH = (A0)? + (P0)? — 240.AG =

1 (A0)? 1
2P0.GH = (A0)? + (P0)? — = (P0)? & 2GH = + PO —-PO
4 PO 4
(8 z
145 1 (P0O)2 PO 1
26H=~"=-"'_4+P0—-P0 = —— 4+PO--P
G PO +040 4AS4AS+O40
2GH = A0 PO+P0 1Po—Ao P0+3P0
T 77448 4" 7 T U448 4
2GH = A0 PO + 3Po
7445 T 4

Mas isso pode ser modificado para uma forma alternativa permitindo abrir a “caixa her-
mética de Newton”

2GH = A0 PO +3P0 = 2GH.AS —P0A0+3P0 AS
TUT44S 4 e 4
POAO 3 PO
2GH.AS = + ZP().As = T(Ao + 349)

PO
2GH.AS =~ (A0 +345)
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Ou

3 /4A0PO 3 (A0PO
ZGH__(3 4AS +P0)_Z(3 AS PO)
4 1(A0PO | 1 /A0PO
§GH:§( 34S )_E( 3P0)

P
3 GHAS = 2 (AOPO + 3POAS) = —— (A0 + 345)
4 PO PO
3 GHAS =~ (A0 + 3A5) = —=[440 — 3(A0 ~ AS)] = — (440 - 305)
PO
3 GHAS = — (4.40 - 3.05)

Mas 4$=a, PO= yp e A0= x», entdo

2 POOS 2
_GHaZEPOAO_T nyP_AASOP
§GHa = nyP — Apsop

Modernamente

N =

*p xp 1 1% 1
f ydx = f (4ax)zdx = 2a7f (x)2dx = 2a
0 0 0

*p 4 4
J; ydx =§ypxp EgGHa

4
Entio a equagio  3GHa@ =3ypXp —Assor ¢ adrea do setor parabolico ASP. Pela 2° Lei
de Kepler (a Lei das Areas), a regido varrida com centro em S

h.At
§GHa = 5 = const
4 h. At 3 GH 3h
§GH(1 =T=> GH =§h.At@E=§é = const
vp

A velocidade areolar de P em A é

GH 3
At 8'F

Esse ¢ resultado apresentado no Cor.II da Prop.30. no Cor.I da Prop.30 Newton conclui

que GH : AS assim como o tempo no qual o corpo descreve o arco AP esti para o tempo no
qual o corpo descreve o arco AS’

GH _ Assp
A4S ™ Ausip
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A conclusio ¢ dada no Cor.I1l da Prop. 30 (NEWTON, 2002), afirmando que ¢ possivel
ser encontrado o tempo no qual o corpo descreve qualquer arco determinado AP, mostrando como
devera ser feita a construcio geométrica.

Newton certamente conhecia a equacdo polar da pardbola, ¢ dificil imaginar que ele nio
tenha deduzido para si a solucio para o problema dado. Newton, no entanto, preferiu a
presente demonstraco, pois analisa 0 movimento ao longo de uma parabola a partir de uma
construcio geométrica semelhante a que ele cria para o movimento de uma elipse.

Teorema 2 (Lema XXVIII).

Nado hd figura oval cuja drea, arbitrariamente destacada por linhas retas, possa ser universalmente
encontrada por meio de equacées de qualquer niimero finito de termos e dimensées.

Simplificadamente, em linguagem matematica moderna, Newton essencialmente provou
o seguinte (NEWTON, 1999 ou NEWTON, 2002):

Nado existe curva convexa suave (infinitamente diferencidvel) tal que a drea dividida por uma reta
ax + by = ¢ seja uma funcdo algébrica de a, b, e c.

Uma curva plana é denominada algébrica (Newton denomina geometricamente racional) se
ela satisfaz a equacdo P (x, y) = 0, onde P é um polindmio nio nulo. Por exemplo, a circunfe-
réncia dada pela equacio x?+ y* =1 é uma curva algébrica. Algumas curvas algébricas sio as
conicas (Apolonio): elipses, hipérboles, pardbolas e curvas singulares como a lemniscata da
forma

YZ - X(m,(n -1)) (aZ . XZ)

Nio confundir aqui com a lemniscata de Bernoulli. Um caso especial ¢ a lemniscata de
Huygens

V2= x2 (a2 - %)

figura 2

Uma funcio é algébrica se sua representacio grafica ¢ uma curva algébrica.

Newton no Lema trata de uma figura oval, ou seja, uma curva convexa plana, algebrica-
mente integravel
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figura 3

Se a 4rea da regido S é cortada por uma reta de equacio ax + by =c, ¢ da forma

P (S,a,b,c) = 0, onde P ¢ um polindmio nio nulo. A drea do setor curvilineo OPA ¢ uma
funcdo algébrica dos segmentos de reta OA e OP que definem o setor. O Lema estabelece um
Teorema

Teorema 3

Toda oval algebricamente integrdvel tem pontos singulares: todas as ovais suaves sdo algebricamente
ndo - integrdveis.
Demonstracao:
Seja SP o raio vetor girando continuamente ao redor de S com uma velocidade angular

constante @ enquanto R aumenta continuamente com a drea varrida A(t), Prop. 30, ou seja R
= A(t). Se R aumenta pela drea do oval a cada revolucio

figura 4

—_— = t——lh R——lht = wt
— — —R= o g =
. = const =2 > o =w

Em qualquer evento, um corpo descrevendo um oval ird ocupar a mesma posicio P
para uma dada direcio do raio vetor (0 <@<2m) por uma infinidade de vezes, em intervalos do
periodo orbital. Toda essa infinidade de vezes nio pode ser obtida a partir das raizes de uma
equacdo algébrica de grau finito. Portanto, pelos mesmos argumentos o comprimento de arco de
um oval nio ¢ algébrico.

O Teorema pode ser demonstrado de outra maneira.
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Seja SP o raio vetor, de origem em S e extremidade em P pertencente ao perimetro do oval o
qual estd em movimento de rotacio. Se a oval ¢ algebricamente integravel! , entdo a drea var-
rida por SP deve ser uma funcio algébrica da tangente do angulo de inclinacio ¢ em relacio
ao eixo x. Se for permitido que SP gire ao redor de S para infinitas rotacdes, a area oval varrida
por SP aumenta uma vez a cada revolucio.

Consequentemente, a area varrida, ¢ uma funcio com valores multiplos de ¢, possuindo
infinitos valores diferentes para a mesma posicio de P. Mas uma funcdo algébrica ndo pode ter
valores multiplos, uma vez que o numero de raizes de um polinémio diferente de zero nio
pode exceder seu grau. Portanto, a area varrida ndo é uma funcdo algébrica logo a oval ndo é
algebricamente integrdvel.

ALGEBRICIDADE LOCAL E GLOBAL.

Newton observa que um argumento semelhante prova que o comprimento do arco de um
oval algébrico suave também ndo ¢ algébrico. Erroneamente somos levados a concluir que que
ovais algebricamente quadrdticas nio existem; mas o proprio Newton conhecia exemplos de seg-
mentos ovdis cuja area é algébrica e mencionou alguns exemplos em relacio ao seu teorema

nos Principia. Um exemplo simples ¢ fornecido pelo oval na figura de equacio y* = x* — x°.

figura 5

Podemos encontrar equacoes paramétricas dessa curva da seguinte forma. Considerando
a reta de equaciio y = t.x, que como sabemos, passa na origem do sistema de coordenadas. Ela
encontra a oval no ponto P que satisfaz

y=tx = y?=x%—x3
() =x?—-x}=tx?-x?(1—-x)=0

X2(t2—14x)=0=>t2—1+x=0cxp=1—t2; yp=t—1t3

Portanto
{xP = 1 - tz
yp=t—t3

A partir dessa representacido paramétrica ¢ possivel inferir que a drea dada por
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Xp
A:f ydx
0

Essa drea ¢ um polinémio em t.

yri=x?-x=x(1-x)=y=xJ(1—-%)

Xp Xp
=l-tet=1—x
Azf ydx=f x (1—x)dxx
o o { dx = —dt

A 4rea

Xp 0 Xp
A=J; (1—t).ﬁdtz—f (1—t).\/fdt<:>A=f0 (1—10).4tdt

Xp

23 2 5% 2 % 2 %
A:(_ti——ti) al=xi—=x
3 75Y), T3 T
Portanto uma regido arbitraria definida pela interseccio da reta em dois pontos do oval,
¢ algébrica, ou seja, a oval em questio ¢ algebricamente quadratica.

Embora essa oval nio seja suave, o argumento de Newton se aplica. Mostra que a 4rea
varrida pelo raio vetor nio pode ser expressa por uma funcdo algébrica inica. Nao ha contradi-
cio; pois a solucio, neste caso, é que toda vez que o wvetor raio passa pelo ponto singular (né da
oval), o valor da drea expressa por certas funcoes algébricas muda com um salto para outras
funcoes algébricas. A fig.5 representa um oval algebricamente quadritica localmente. Como
¢ conhecido, sabemos que uma oval algébrica localmente quadrdtica pode ter uma suavidade
arbitrariamente grande, mas finita, isto &, pode ser representada em toda parte por funcoes
com qualquer ntimero prescrito de derivadas.

Na pratica a integrabilidade algébrica local ¢ quase tdo genuina quanto a integrabilidade
algébrica global. Portanto, pela propria apresentacio da demonstracio, Isaac naturalmente
estava se perguntando se um oval algebricamente suave, seria localmente integravel. Em ou-
tras palavras, poderia a drea S definida por um segmento de corte ax+by =c se uma funcio
algébrica de (a, b, ¢) nas vizinhancas de todo ponto?

Usando o método desenvolvido para a fig.5, uma oval algebricamente integravel, com a
tangente definida em todos os pontos, ¢ suficiente para escolher um par adequado de poli-
noémios. Considerando o oval da fig.6, uma curva continua dada pelos polindmios dados por

{x = (t? — 1)?
y=t3—t
o
h.«'I'
figura 6
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Obtemos um oval que parece uma curva completamente suave, isto ¢, algebricamente
integravel localmente cuja integrabilidade global ¢ excluida pelo argumento newtoniano.

(ARNOLD, 1990)

TEOREMA DE NEWTON SOBRE A NAO-ALGEBRICIDADE LOCAL.

Um owval integravel algebricamente pode ser arbitrariamente grande e suavidade finita,
ou seja, pode ser definido em toda parte por funcdes com muitas derivadas arbitrariamente.
Contudo existem casos em que existe um ponto singular da oval onde a derivada de alguma
ordem ¢ descontinua. Newton considerou curvas verdadeiramente suaves somente aquelas
em que na vizinhanca de todo ponto do grafico a funcdo pode ser expandida em uma série
convergente

y = a;x + ax?® + azx® ...

Tais curvas como sabemos sio denominadas analiticas.

Teorema 4.

Nenhum oval analitico é integrdvel algebricamente, mesmo localmente.

Se uma oval fosse localmente integravel algebricamente, mas niao globalmente, entio
a 4rea varrida seria expressa por uma funcio algébrica na vizinhanca de algum ponto e
na vizinhanca oposta, expressa por outra func¢io algébrica. Mas para a oval analitico a drea
varrida depende analiticamente da direcio e sentido do raio vetor. Portanto ambas as funcoes
algébricas podem se expandidas na vizinhanca de um ponto dessa oval analitica, nas mesmas
séries de potencias convergentes. Ambas essas funcoes algébricas seriam coincidentes nas
vizinhancas do ponto em questio. Entio, elas seriam sempre coincidentes. Dessa forma, se
um oval analitico localmente integravel existe, seria globalmente integravel algebricamente, o
que é impossivel, pois uma oval analitica nio pode ser localmente integravel algebricamente
(Teorema 3).

ANALITICIDADE DE CURVAS ALGEBRICAS SUAVES.

Uma curva ¢ dita suave infinitamente se ela representa graficamente uma funcio que ¢

diferenciavel muitas vezes. (ARNOLD; VASILEV, 1989)

Teorema 5.

Uma curva algébrica suave infinitamente é analitica.

Como Newton foi capaz de descrever a equacio de qualquer ramo de uma curva algébrica
na vizinhanca de qualquer ponto, como uma serie de convergéncia rapida da forma

1 2 3
y = ag+ a;xn + a,xn + azxn + - ,n € Z*

Newton estabeleceu o Teorema sobre convergéncia de séries: Quanto mais este resultado for
desenvolvido para valores de x pequenos, maior serd a aproximacdo para o valor verdadeiro de vy, entdo
a diferenca entre esse valor e o valor exato de y sera eventualmente menor do que qualquer quan-

tidade (WHITESIDE, 1968). As séries construidas siao decorrentes do método desenvolvido
para a Regra do Paralelogramo de Newton (Corolario I da Lei III do Movimento nos Principia).
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Assim para uma curva algébrica infinitamente suave existem apenas termos de expoentes
inteiros na expansio, o que significa que a curva ¢ analitica.

Corolario 1.

Nenhuma oval algébrica infinitamente suave é integrdvel algebricamente, mesmo localmente.

Significa que uma curva fechada convexa infinitamente suave nio pode ser mesmo local-
mente integravel algebricamente se ela for algébrica. Por outro lado, uma owval ndo algebrica-
mente suave nao ¢ integravel.

Teorema 6.

Qualquer oval algebricamente integrdvel localmente é algébrico.

Newton aparentemente considera esse fato como obvio, mas faz uma pequena considera-
cio (provavelmente para aqueles que sio matematicamente limitados):

Lema

A enwvoltéria de qualquer familia algébrica de curvas é algébrica.

Significa que se um conjunto de tangentes a curva satisfaz uma equacio algébrica, entdo
toda a curva em si mesma ¢ algébrica. Nesse caso, considerando duas retas tangentes vizinhas
tais que o coeficiente angular de suas inclinacdes em relacio ao eixo x sio m e m+h. Os pontos
de interseccio descrevem uma curva algébrica m variando com h fixo.

figura 7

O grau dessa curva é definido pelo grau do polinémio, limitado por uma constante
independente de h. Isso é consequéncia do fato de que a condicio de compatibilidade de
duas equacoes algébricas é expressa a anulacio do polindmio em seus coeficientes; um fato
explicado por Newton em duas paginas (NEWTON, 2002 e NEWTON, 1999), que duas
curvas algébricas com graus m e n se interceptam em mn pontos. Como h tende a zero, as
tangentes vizinhas nos pontos de interseccio tendem a aproximacio, logo, tendem a curva
original. Entio desde que ela é o limite das curvas algébricas de grau limitado, a curva origi-
nal também ¢ algébrica.

Entio o Teorema 6 fica provado, pois tangentes axtby = 0 de uma oval algebricamente
integrdvel localmente satisfaz a equacio algébrica P (a, b, ¢) = 0, portanto pelo Lema a oval ¢
algébrica.

Newton observou também que, para garantir a nio integrabilidade algébrica local, ¢
suficiente exigir que os ramos conjugados de uma curva que tendem para o infinito, nio
se aproximem dos pontos de uma curva fechada. Ele obviamente tinha em mente exemplos
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como os das fig 5 e 6, onde existem tais ramos conjugados. De fato, as palavras tender ao
infinito ndo estdo muito corretas pois 0 que € necessdrio € exigir que exista auto —interseccoes.
(ARNOLD, 1990) Uma condicio suficiente para uma curva fechada satisfazer uma equacio
P (x,y) = 0 e ndo ter auto- interseccio ¢ o fato de que o polindmio P deve se anular exatamente
em dois pontos de um circulo com centro em qualquer ponto da curva, se o raio do circulo
for suficientemente pequeno.

Assim a drea total limitada pela auto- interseccdo de uma curva algebricamente integrdvel local
mente ¢é nula. Como exemplo, a lemniscata é algebricamente integrdvel somente porque seus dois
loops oferecem contribuicdes opostas para a area total. Se nos deformarmos a lemniscata de
modo tal que os valores absolutos das 4reas dos loops sejam desiguais, entio perde a proprie-

dade de ser localmente integrivel algebricamente. (ARNOLD, 1989)

CONSIDERACOES FINAIS

Os teoremas newtonianos podem ser generalizados para as hipersuperficies num mesmo
espaco dimensional. Num espaco dimensional impar o problema se torna mais complicado.
Por exemplo, no caso 3-dim, o valor de um segmento esférico dependera algebricamente da
seccdo plana de corte (o que caracteriza o Teorema de Arquimedes).

A prova esquecida de Newton sobre a ndo integrabilidade algébrica de ovais representa a pri-
meira prova de impossibilidade na Matematica da nova era, o protétipo das futuras provas de
insolubilidade de equacdes algébricas através de transformacoes algébricas dos radicais (Niels

H. Abel).

Em comparacio hoje aos comentérios de seus sucessores, impressiona a modernidade de
Newton em seu trabalho original, mais compreensivel e mais rico em ideias do que as tradu-
coes devido aos comunicadores de suas consideraces geométricas na linguagem formal do

Célculo de Leibniz e Cauchy.
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ABSTRACT

Analyzing Kepler’s law in two dimensions, Newton discovered an astonishingly modern to-
pological proof of the transcendence of Abelian integrals. In our paper we describe the two
Newton’s theorem and also some other mathematical theorems (more or less explicitly) con-
tained in the Principia Mathematica and partially suggested by Newton.

KEYWORDS

Oval, smooth curves algebraically integrable and algebraically non - integrable.

NOTAS

! Funcdes associadas com ovais algébricos sio chamadas de integrais abelianas
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