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RESUMO
Analisando as Leis de Kepler em duas dimensões, Newton descobriu uma 
prova topológica surpreendentemente moderna da transcendência das 
integrais abelianas. Em nosso artigo, descrevemos os dois teoremas de 
Newton e também alguns outros teoremas matemáticos (mais ou menos 
explicitamente) contidos nos Principia Mathematica, parcialmente sugeri-
dos por Newton.

PALAVRAS-CHAVE
Ovais, curvas suaves algebricamente integráveis e algebricamente não – in-
tegráveis.

INTRODUÇÃO

Recentemente voltei a trabalhar em um projeto que iniciei um 
2018, cujo objetivo é fazer um comentário sobre um manuscri-
to de Isaac Newton entregue a Edmond Halley, o astrônomo e 
matemático real, quando este visitou Cambridge em 1684: De 

Moto Corporum in Gyrum (um pequeno tratado de Mecânica Celeste de nove 
páginas); que acabou por impulsionar a publicação da primeira edição dos 
Principia Mathematica (como é mais conhecido) em 1686. (NEWTON, 1729; 
1999; 2002)

Ao fazer a leitura desse documento, que é encontrado nas publicações 
de John Herivel (HERIVEL, 1965,p. 257) e Derek Thomas Whiteside 
(WHITESIDE, 1974, p.30) e comparando com as revisões que aparecem nos 
Principia na forma de Proposições, me deparei com dois famosos teoremas 
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matemáticos, os quais coincidentemente tive contato há muitos anos atrás: Proposição XXX 
seguida do Lema XXVIII. Os matemáticos da época, inclusive o próprio Halley, preocupados 
em compreender a Mecânica Celeste de Newton, não tomaram consciência desses teoremas, 
em especial o Lema XXVIII.

Fundamentalmente o fato é que Newton analisando a 2a Lei de Kepler em duas dimen-
sões, descobriu uma prova topológica surpreendentemente moderna da transcendência das inte-
grais abelianas. Essencialmente, a prova de Newton baseia-se na análise de uma determinada 
construção muito moderna (equivalente ao estudo de uma superfície de Riemann para cur-
vas algébricas), e, portanto, isso dificultou seu entendimento.

Esses teoremas são de suma importância tendo além disso, seu valor histórico, já que 
integrais abelianas são ensinadas nos cursos iniciais de Cálculo Diferencial e Integral. Como 
mencionado acima, essas demonstrações ficaram incompreensíveis para os contemporâneos 
de Newton tanto quanto, por incrível que pareça, também para a maioria dos matemáticos 
do século XX, particularmente os já graduados e professores que atuam no ensino de qual-
quer nível, os quais foram educados no movimento internacional da Matemática Moderna, 
surgida na década de 1960, estruturada no formalismo e rigor dos fundamentos da Teoria dos 
Conjuntos e da Álgebra das funções de variável real. Com uma formação profissional pautada 
por pressupostos minimizantes (se não, preconceito), nunca foram instigados nem ao menos 
tiveram um pouco de curiosidade em folhear os Principia Mathematica, simplesmente consi-
derado como um livro de Física para físicos.

Este artigo pretende apresentar uma transposição didática dos dois teoremas e de alguns 
outros. Para isso faremos uso de um conjunto de textos, em especial e com maior intensidade 
o estudo minucioso de Vladimir Arnold (1937- 2010), um dos maiores matemáticos do séc. 
XX, e V. A. Vasil’ev, que inicialmente apareceu no periódico popular de ciência editado pela 
Academia de Ciências da URSS e da Academia de Ciências Pedagógicas da URSS, a Kvant. 
(ARNOL’D; VASIL’EV, 1991; ARNOL’D; VASIL’EV,1989)

A VERIFICAÇÃO DOS TEOREMAS DE NEWTON

Teorema 1 (Proposição XXX – Problema 22).
Encontrar, em qualquer tempo determinado, o lugar de um corpo que se move em uma dada pará-
bola.

figura 1

Seja S o foco e A o vértice principal da parábola e P a posição instantânea do corpo na 
parábola
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y2=4ax=4AS.x

Traçando uma perpendicular no ponto médio G do segmento de reta AS   AO (eixo x) e a 
normal a SP no seu ponto médio interceptando GY em H. Como o ponto P se move ao longo 
da parábola sob a ação de uma lei que varia com o inverso do quadrado da distância centrada em S, 
o ponto H move-se ao longo de GY com velocidade uniforme igual a uma fração da velocidade 
de P no vértice:

Mas

Logo

Como AO e PO representam na notação atual as coordenadas x e y de P, pela equação da 
parábola dada

Inserindo esse resultado na equação

Mas isso pode ser modificado para uma forma alternativa permitindo abrir a “caixa her-
mética de Newton”

∈

0

5

25

75

95

100

PERTENCE

quarta-feira, 27 de maio de 2020 12:16:05

𝑦𝑦2 = 4𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝑥𝑥 ⟹ (𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 4𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⟺ 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
(𝑃𝑃𝑂𝑂)2

4𝐴𝐴𝐴𝐴  

2𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⟹  𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴⏟
2𝐴𝐴𝐴𝐴

= 1
4 (𝑃𝑃𝑃𝑃)2 

2. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
4 (𝑃𝑃𝑃𝑃)2 

 

2𝑃𝑃𝑃𝑃. 𝐺𝐺𝐺𝐺 = (𝐴𝐴𝐴𝐴)2 + (𝑃𝑃𝑃𝑃)2 − 2𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⟹ 

2𝑃𝑃𝑃𝑃. 𝐺𝐺𝐺𝐺 = (𝐴𝐴𝐴𝐴)2 + (𝑃𝑃𝑃𝑃)2 − 1
4 (𝑃𝑃𝑃𝑃)

2 ⟺ 2𝐺𝐺𝐺𝐺 =
(𝐴𝐴𝐴𝐴)2
𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 1

4𝑃𝑃𝑃𝑃 

2𝐺𝐺𝐺𝐺 =
((𝑃𝑃𝑃𝑃)

2

4𝐴𝐴𝐴𝐴 )
2

𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 1
4𝑃𝑃𝑃𝑃 =

(𝑃𝑃𝑃𝑃)2
4𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑃𝑃𝑃𝑃
4𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 1

4𝑃𝑃𝑃𝑃 

2𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑃𝑃𝑃𝑃
4𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 1

4𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑃𝑃𝑃𝑃
4𝐴𝐴𝐴𝐴 +

3
4𝑃𝑃𝑃𝑃 

2𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑃𝑃𝑃𝑃
4𝐴𝐴𝐴𝐴 +

3
4𝑃𝑃𝑃𝑃 

(𝐴𝐴𝐴𝐴)2 + (𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = (𝐺𝐺𝐺𝐺)2 + (𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = (𝐻𝐻𝐻𝐻)2 = (𝐻𝐻𝐻𝐻)2 

 

(𝐻𝐻𝐻𝐻)2 = (𝐻𝐻′𝐻𝐻)2 + (𝐻𝐻′𝑃𝑃)2 = (𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)2 + (𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝐺𝐺𝐺𝐺)2 

(𝐻𝐻𝐻𝐻)2 = (𝐴𝐴𝐴𝐴)2 + (𝑃𝑃𝑃𝑃)2 + (𝐴𝐴𝐴𝐴)2 + (𝐺𝐺𝐺𝐺)2⏟          
(𝐻𝐻𝐻𝐻)2

− 2𝐴𝐴𝐴𝐴. 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 2𝑃𝑃𝑃𝑃. 𝐺𝐺𝐺𝐺 

 

2𝑃𝑃𝑃𝑃. 𝐺𝐺𝐺𝐺 = (𝐴𝐴𝐴𝐴)2 + (𝑃𝑃𝑃𝑃)2 − 2. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

 

2𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑃𝑃𝑃𝑃
4𝐴𝐴𝐴𝐴 +

3
4𝑃𝑃𝑃𝑃 ⟹ 2𝐺𝐺𝐺𝐺. 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

4 + 3
4𝑃𝑃𝑃𝑃. 𝐴𝐴𝐴𝐴 

2𝐺𝐺𝐺𝐺. 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
4 + 3

4𝑃𝑃𝑃𝑃. 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝑃𝑃𝑃𝑃
4 (𝐴𝐴𝐴𝐴 + 3𝐴𝐴𝐴𝐴) 

2𝐺𝐺𝐺𝐺. 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑃𝑃𝑃𝑃
4 (𝐴𝐴𝐴𝐴 + 3𝐴𝐴𝐴𝐴) 
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Ou

Mas                                 , então

Modernamente

Então a equação                                             é a área do setor parabólico ASP. Pela 2a Lei 
de Kepler (a Lei das Áreas), a região varrida com centro em S,

A velocidade areolar de P em A é

Esse é resultado apresentado no Cor.II da Prop.30. no Cor.I da Prop.30 Newton conclui 
que GH : AS assim como o tempo no qual o corpo descreve o arco AP está para o tempo no 
qual o corpo descreve o arco AS’

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 =

2
3𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 −

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
2 = 2

3 𝑦𝑦𝑃𝑃𝑥𝑥𝑃𝑃 − 𝐴𝐴∆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 =

2
3𝑦𝑦𝑃𝑃𝑥𝑥𝑃𝑃 − 𝐴𝐴∆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 

∫ 𝑦𝑦
𝑥𝑥𝑃𝑃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ (4𝑎𝑎𝑎𝑎)

1
2

𝑥𝑥𝑃𝑃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝑎𝑎

1
2 ∫ (𝑥𝑥)

1
2

𝑥𝑥𝑃𝑃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = (2𝑎𝑎

1
2
𝑥𝑥
3
2

3
2
)
0

𝑥𝑥𝑃𝑃

= (43 (𝑎𝑎𝑎𝑎)
1
2⏟  

𝑦𝑦
𝑥𝑥)
0

𝑥𝑥𝑃𝑃

 

∫ 𝑦𝑦
𝑥𝑥𝑃𝑃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 43𝑦𝑦𝑃𝑃𝑥𝑥𝑃𝑃 ≡

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 

 

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 =

ℎ. ∆𝑡𝑡
2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 =

ℎ. ∆𝑡𝑡
2 ⟹ 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 3

8𝑎𝑎 ℎ. ∆𝑡𝑡 ⟺
𝐺𝐺𝐺𝐺
∆𝑡𝑡 =

3
8
ℎ
𝑎𝑎⏟
𝑣𝑣𝑃𝑃

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

𝐺𝐺𝐺𝐺
∆𝑡𝑡 =

3
8𝑣𝑣𝑃𝑃 

 

2𝐺𝐺𝐺𝐺 = 3
4 (

4
3
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
4𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑃𝑃𝑃𝑃) = 3

4 (
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
3𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑃𝑃𝑃𝑃) 

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺 = 1

2 (
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
3𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑃𝑃𝑃𝑃) = 1

6 (
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴 + 3𝑃𝑃𝑃𝑃) 

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 1

6 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 3𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃) = 𝑃𝑃𝑃𝑃
6 (𝐴𝐴𝐴𝐴 + 3𝐴𝐴𝐴𝐴) 

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 =

𝑃𝑃𝑃𝑃
6 (𝐴𝐴𝐴𝐴 + 3𝐴𝐴𝐴𝐴) = 𝑃𝑃𝑃𝑃

6 [4𝐴𝐴𝐴𝐴 − 3(𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)] = 𝑃𝑃𝑃𝑃
6 (4𝐴𝐴𝐴𝐴 − 3𝑂𝑂𝑂𝑂) 

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 =

𝑃𝑃𝑂𝑂
6 (4. 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 3. 𝑂𝑂𝑂𝑂) 

 
≡ a,  e  

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 =

2
3𝑦𝑦𝑃𝑃𝑥𝑥𝑃𝑃 − 𝐴𝐴∆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  

𝐺𝐺𝐺𝐺
𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑆𝑆′𝑃𝑃
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A conclusão é dada no Cor.III da Prop. 30 (NEWTON, 2002), afirmando que é possível 
ser encontrado o tempo no qual o corpo descreve qualquer arco determinado AP, mostrando como 
deverá ser feita a construção geométrica.

Newton certamente conhecia a equação polar da parábola, é difícil imaginar que ele não 
tenha deduzido para si a solução para o problema dado. Newton, no entanto, preferiu a 
presente demonstração, pois analisa o movimento ao longo de uma parábola a partir de uma 
construção geométrica semelhante à que ele cria para o movimento de uma elipse.

Teorema 2 (Lema XXVIII).
Não há figura oval cuja área, arbitrariamente destacada por linhas retas, possa ser universalmente 
encontrada por meio de equações de qualquer número finito de termos e dimensões.

Simplificadamente, em linguagem matemática moderna, Newton essencialmente provou 
o seguinte (NEWTON, 1999 ou NEWTON, 2002):

Não existe curva convexa suave (infinitamente diferenciável) tal que a área dividida por uma reta 
ax + by = c seja uma função algébrica de a, b, e c.

Uma curva plana é denominada algébrica (Newton denomina geometricamente racional) se 
ela satisfaz a equação P (x, y) = 0, onde P é um polinômio não nulo. Por exemplo, a circunfe-
rência dada pela equação x2+ y2 =1 é uma curva algébrica. Algumas curvas algébricas são as 
cônicas (Apolônio): elipses, hipérboles, parábolas e curvas singulares como a lemniscata da 
forma

y2 = x(m.(n - 1) ) (a2 - x2)

Não confundir aqui com a lemniscata de Bernoulli. Um caso especial é a lemniscata de 
Huygens 

y2 = x2 (a2 - x2)

figura 2

Uma função é algébrica se sua representação gráfica é uma curva algébrica.

Newton no Lema trata de uma figura oval, ou seja, uma curva convexa plana, algebrica-
mente integrável
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figura 3

Se a área da região S é cortada por uma reta de equação ax + by =c, é da forma

P (S,a,b,c) = 0, onde P é um polinômio não nulo. A área do setor curvilíneo OPA é uma 
função algébrica dos segmentos de reta OA e OP que definem o setor. O Lema estabelece um 
Teorema

Teorema 3
Toda oval algebricamente integrável tem pontos singulares: todas as ovais suaves são algebricamente 
não - integráveis.

Demonstração:

Seja SP o raio vetor girando continuamente ao redor de S com uma velocidade angular 
constante     enquanto R aumenta continuamente com a área varrida A(t), Prop. 30, ou seja R 
= A(t). Se R aumenta pela área do oval a cada revolução

figura 4

Em qualquer evento, um corpo descrevendo um oval irá ocupar a mesma posição P 
para uma dada direção do raio vetor                    por uma infinidade de vezes, em intervalos do 
período orbital. Toda essa infinidade de vezes não pode ser obtida a partir das raízes de uma 
equação algébrica de grau finito. Portanto, pelos mesmos argumentos o comprimento de arco de 
um oval não é algébrico.

O Teorema pode ser demonstrado de outra maneira.

 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1

2ℎ ⟹ 𝑅𝑅 = 1
2 ℎ𝑡𝑡 ⟺ 𝜑𝜑 = 𝜔𝜔𝜔𝜔 

 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1

2ℎ ⟹ 𝑅𝑅 = 1
2 ℎ𝑡𝑡 ⟺ 𝜑𝜑 = 𝜔𝜔𝜔𝜔 

 

 

(0 ≤𝜑𝜑≤2𝜋𝜋  
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Seja SP o raio vetor, de origem em S e extremidade em P pertencente ao perímetro do oval o 
qual está em movimento de rotação. Se a oval é algebricamente integrável1 , então a área var-
rida por SP deve ser uma função algébrica da tangente do ângulo de inclinação    em relação 
ao eixo x. Se for permitido que SP gire ao redor de S para infinitas rotações, a área oval varrida 
por SP aumenta uma vez a cada revolução. 

Consequentemente, a área varrida, é uma função com valores múltiplos de   , possuindo 
infinitos valores diferentes para a mesma posição de P. Mas uma função algébrica não pode ter 
valores múltiplos, uma vez que o número de raízes de um polinômio diferente de zero não 
pode exceder seu grau. Portanto, a área varrida não é uma função algébrica logo a oval não é 
algebricamente integrável.

ALGEBRICIDADE LOCAL E GLOBAL.
Newton observa que um argumento semelhante prova que o comprimento do arco de um 

oval algébrico suave também não é algébrico. Erroneamente somos levados a concluir que que 
ovais algebricamente quadráticas não existem; mas o próprio Newton conhecia exemplos de seg-
mentos ovais cuja área é algébrica e mencionou alguns exemplos em relação ao seu teorema 
nos Principia. Um exemplo simples é fornecido pelo oval na figura de equação y2 = x2 – x3.

figura 5

Podemos encontrar equações paramétricas dessa curva da seguinte forma. Considerando 
a reta de equação y = t.x, que como sabemos, passa na origem do sistema de coordenadas. Ela 
encontra a oval no ponto P que satisfaz 

Portanto

A partir dessa representação paramétrica é possível inferir que a área dada por

 

𝑦𝑦 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 ⟹ 𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 

(𝑡𝑡𝑡𝑡)2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 ⟺ 𝑡𝑡2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2(1 − 𝑥𝑥) = 0 

𝑥𝑥2(𝑡𝑡2 − 1 + 𝑥𝑥) = 0 ⟹ 𝑡𝑡2 − 1 + 𝑥𝑥 = 0 ∴ 𝑥𝑥𝑃𝑃 = 1 − 𝑡𝑡2 ;  𝑦𝑦𝑃𝑃 = 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡3 

 

{𝑥𝑥𝑃𝑃 = 1 − 𝑡𝑡2
𝑦𝑦𝑃𝑃 = 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡3  

 

𝜑𝜑 

𝜑𝜑 
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Essa área é um polinômio em t.

A área

Portanto uma região arbitrária definida pela intersecção da reta em dois pontos do oval, 
é algébrica, ou seja, a oval em questão é algebricamente quadrática.

Embora essa oval não seja suave, o argumento de Newton se aplica. Mostra que a área 
varrida pelo raio vetor não pode ser expressa por uma função algébrica única. Não há contradi-
ção; pois a solução, neste caso, é que toda vez que o vetor raio passa pelo ponto singular (nó da 
oval), o valor da área expressa por certas funções algébricas muda com um salto para outras 
funções algébricas. A fig.5 representa um oval algebricamente quadrática localmente. Como 
é conhecido, sabemos que uma oval algébrica localmente quadrática pode ter uma suavidade 
arbitrariamente grande, mas finita, isto é, pode ser representada em toda parte por funções 
com qualquer número prescrito de derivadas.

Na prática a integrabilidade algébrica local é quase tão genuína quanto a integrabilidade 
algébrica global. Portanto, pela própria apresentação da demonstração, Isaac naturalmente 
estava se perguntando se um oval algebricamente suave, seria localmente integrável. Em ou-
tras palavras, poderia a área S definida por um segmento de corte ax+by =c se uma função 
algébrica de (a, b, c) nas vizinhanças de todo ponto?

Usando o método desenvolvido para a fig.5, uma oval algebricamente integrável, com a 
tangente definida em todos os pontos, é suficiente para escolher um par adequado de poli-
nômios. Considerando o oval da fig.6, uma curva contínua dada pelos polinômios dados por

figura 6

𝐴𝐴 = ∫ 𝑦𝑦
𝑥𝑥𝑃𝑃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥2(1 − 𝑥𝑥) ⟹ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥√(1 − 𝑥𝑥) 

𝐴𝐴 = ∫ 𝑦𝑦
𝑥𝑥𝑃𝑃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑥𝑥√(1 − 𝑥𝑥)

𝑥𝑥𝑃𝑃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 {𝑥𝑥 = 1 − 𝑡𝑡 ⟺ 𝑡𝑡 = 1 − 𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑑𝑑𝑑𝑑  

 

𝐴𝐴 = ∫ (1 − 𝑡𝑡). √𝑡𝑡
𝑥𝑥𝑃𝑃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≡ −∫ (1 − 𝑡𝑡). √𝑡𝑡

0

𝑥𝑥𝑃𝑃
𝑑𝑑𝑑𝑑 ⟺ 𝐴𝐴 = ∫ (1 − 𝑡𝑡). √𝑡𝑡

𝑥𝑥𝑃𝑃

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐴𝐴 = (23 𝑡𝑡
3
2 − 2

5 𝑡𝑡
5
2)

0

𝑥𝑥𝑃𝑃
∴ (23 𝑥𝑥𝑃𝑃

3
2 − 2

5 𝑥𝑥𝑃𝑃
5
2) 

 

 

{𝑥𝑥 = (𝑡𝑡2 − 1)2
𝑦𝑦 = 𝑡𝑡3 − 𝑡𝑡  
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Obtemos um oval que parece uma curva completamente suave, isto é, algebricamente 
integrável localmente cuja integrabilidade global é excluída pelo argumento newtoniano. 
(ARNOL’D, 1990)

TEOREMA DE NEWTON SOBRE A NÃO-ALGEBRICIDADE LOCAL.
Um oval integrável algebricamente pode ser arbitrariamente grande e suavidade finita, 

ou seja, pode ser definido em toda parte por funções com muitas derivadas arbitrariamente. 
Contudo existem casos em que existe um ponto singular da oval onde a derivada de alguma 
ordem é descontínua. Newton considerou curvas verdadeiramente suaves somente aquelas 
em que na vizinhança de todo ponto do gráfico a função pode ser expandida em uma série 
convergente

Tais curvas como sabemos são denominadas analíticas.

Teorema 4.
Nenhum oval analítico é integrável algebricamente, mesmo localmente. 

Se uma oval fosse localmente integrável algebricamente, mas não globalmente, então 
a área varrida seria expressa por uma função algébrica na vizinhança de algum ponto e 
na vizinhança oposta, expressa por outra função algébrica. Mas para a oval analítico a área 
varrida depende analiticamente da direção e sentido do raio vetor. Portanto ambas as funções 
algébricas podem se expandidas na vizinhança de um ponto dessa oval analítica, nas mesmas 
séries de potencias convergentes. Ambas essas funções algébricas seriam coincidentes nas 
vizinhanças do ponto em questão. Então, elas seriam sempre coincidentes. Dessa forma, se 
um oval analítico localmente integrável existe, seria globalmente integrável algebricamente, o 
que é impossível, pois uma oval analítica não pode ser localmente integrável algebricamente 
(Teorema 3).

ANALITICIDADE DE CURVAS ALGÉBRICAS SUAVES.
Uma curva é dita suave infinitamente se ela representa graficamente uma função que é 

diferenciável muitas vezes. (ARNOL’D; VASIL’EV, 1989)

Teorema 5.
Uma curva algébrica suave infinitamente é analítica.

Como Newton foi capaz de descrever a equação de qualquer ramo de uma curva algébrica 
na vizinhança de qualquer ponto, como uma serie de convergência rápida da forma

Newton estabeleceu o Teorema sobre convergência de séries: Quanto mais este resultado for 
desenvolvido para valores de x pequenos, maior será a aproximação para o valor verdadeiro de y, então 
a diferença entre esse valor e o valor exato de y será eventualmente menor do que qualquer quan-
tidade (WHITESIDE, 1968). As séries construídas são decorrentes do método desenvolvido 
para a Regra do Paralelogramo de Newton (Corolário I da Lei III do Movimento nos Principia). 

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥3 … 

 

𝑦𝑦 =  𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥
1
𝑛𝑛 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥

2
𝑛𝑛 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥

3
𝑛𝑛 + ⋯ , 𝑛𝑛 ∈ ℤ+ 
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Assim para uma curva algébrica infinitamente suave existem apenas termos de expoentes 
inteiros na expansão, o que significa que a curva é analítica.

Corolário 1.
Nenhuma oval algébrica infinitamente suave é integrável algebricamente, mesmo localmente.

Significa que uma curva fechada convexa infinitamente suave não pode ser mesmo local-
mente integrável algebricamente se ela for algébrica. Por outro lado, uma oval não algebrica-
mente suave não é integrável.

Teorema 6.
Qualquer oval algebricamente integrável localmente é algébrico.

Newton aparentemente considera esse fato como obvio, mas faz uma pequena considera-
ção (provavelmente para aqueles que são matematicamente limitados):

Lema
A envoltória de qualquer família algébrica de curvas é algébrica.

Significa que se um conjunto de tangentes a curva satisfaz uma equação algébrica, então 
toda a curva em si mesma é algébrica. Nesse caso, considerando duas retas tangentes vizinhas 
tais que o coeficiente angular de suas inclinações em relação ao eixo x são m e m+h. Os pontos 
de intersecção descrevem uma curva algébrica m variando com h fixo.

figura 7

O grau dessa curva é definido pelo grau do polinômio, limitado por uma constante 
independente de h. Isso é consequência do fato de que a condição de compatibilidade de 
duas equações algébricas é expressa a anulação do polinômio em seus coeficientes; um fato 
explicado por Newton em duas páginas (NEWTON, 2002 e NEWTON, 1999), que duas 
curvas algébricas com graus m e n se interceptam em mn pontos. Como h tende a zero, as 
tangentes vizinhas nos pontos de intersecção tendem a aproximação, logo, tendem a curva 
original. Então desde que ela é o limite das curvas algébricas de grau limitado, a curva origi-
nal também é algébrica.

Então o Teorema 6 fica provado, pois tangentes ax+by = 0 de uma oval algebricamente 
integrável localmente satisfaz a equação algébrica P (a, b, c) = 0, portanto pelo Lema a oval é 
algébrica.

Newton observou também que, para garantir a não integrabilidade algébrica local, é 
suficiente exigir que os ramos conjugados de uma curva que tendem para o infinito, não 
se aproximem dos pontos de uma curva fechada. Ele obviamente tinha em mente exemplos 
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como os das fig 5 e 6, onde existem tais ramos conjugados. De fato, as palavras tender ao 
infinito não estão muito corretas pois o que é necessário é exigir que exista auto –intersecções. 
(ARNOL’D, 1990) Uma condição suficiente para uma curva fechada satisfazer uma equação 
P (x, y) = 0 e não ter auto- intersecção é o fato de que o polinômio P deve se anular exatamente 
em dois pontos de um círculo com centro em qualquer ponto da curva, se o raio do círculo 
for suficientemente pequeno.

Assim a área total limitada pela auto- intersecção de uma curva algebricamente integrável local-
mente é nula. Como exemplo, a lemniscata é algebricamente integrável somente porque seus dois 
loops oferecem contribuições opostas para a área total. Se nós deformarmos a lemniscata de 
modo tal que os valores absolutos das áreas dos loops sejam desiguais, então perde a proprie-
dade de ser localmente integrável algebricamente. (ARNOL’D, 1989)

CONSIDERAÇÕES FINAIS
Os teoremas newtonianos podem ser generalizados para as hipersuperfícies num mesmo 

espaço dimensional. Num espaço dimensional impar o problema se torna mais complicado. 
Por exemplo, no caso 3-dim, o valor de um segmento esférico dependerá algebricamente da 
secção plana de corte (o que caracteriza o Teorema de Arquimedes).

A prova esquecida de Newton sobre a não integrabilidade algébrica de ovais representa a pri-
meira prova de impossibilidade na Matemática da nova era, o protótipo das futuras provas de 
insolubilidade de equações algébricas através de transformações algébricas dos radicais (Niels 
H. Abel).

Em comparação hoje aos comentários de seus sucessores, impressiona a modernidade de 
Newton em seu trabalho original, mais compreensível e mais rico em ideias do que as tradu-
ções devido aos comunicadores de suas considerações geométricas na linguagem formal do 
Cálculo de Leibniz e Cauchy.
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ABSTRACT
Analyzing Kepler’s law in two dimensions, Newton discovered an astonishingly modern to-
pological proof of the transcendence of Abelian integrals. In our paper we describe the two 
Newton’s theorem and also some other mathematical theorems (more or less explicitly) con-
tained in the Principia Mathematica and partially suggested by Newton.

KEYWORDS
Oval, smooth curves algebraically integrable and algebraically non - integrable.

NOTAS
1 Funções associadas com ovais algébricos são chamadas de integrais abelianas


